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Kapitel 1

Einfiihrung in die Vektorrechnung

In Naturwissenschaften und Technik sind zwei Klassen von Objekten von grofer Bedeutung:

e Skalare: ungerichtete Grofen; bestimmt durch Angabe einer Mafzahl (evtl. mit einer Mafeinheit)
Beispiele: die Masse m, die Ladung ¢ eines Korpers

e Vektoren: gerichtete Grofen; bestimmt durch Angabe einer Mafzahl (evtl. mit einer Mafeinheit), als
Betrag bezeichnet, einer Richtung und eines_) Richtungssinns.

Beispiele: die Geschwindigkeit 7}), die Kraft [

1.1 Anschauliche Vorstellung von Vektoren:

Ein Vektor kann als Verschiebung von einem Punkt A zu einem
zweiten Punkt B aufgefasst werden.

Y
Bezeichnung des Vektors: @ = AB

Ein Vektor ist bestimmt durch drei Grofen:
o Betrag ||a)|| des Vektors: Lange des Pfeils

e Richtung des Vektors: Richtung der Strecke AB

B e Richtungssinn (Orientierung) des Vektors:
Richtung der Pfeilspitze
a Gleichheit von Vektoren:
Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in Betrag, Richtung
A a und Orientierung iibereinstimmen
—@: Vektor mit gleichem Betrag und gleicher Richtung wie ZL’,
e aber mit entgegengesetzter Orientierung, d.h. - = BA

Bemerkung:

e Da Vektoren durch Betrag, Richtung und Orientierung voll-
stdndig bestimmt sind, kénnen wir sie frei im Raum verschie-
ben (freie Vektoren).

. . —> . . .
e 7Zu einem gegebenen freien Vektor ¢ definieren wir einen
——>

Ortsvektor OC, der den Betrag, die Richtung und die Ori-
entierung von T hat und der im Koordinatenursprung be-
ginnt.

e Falls || ZH = 1 gilt, bezeichnet man @ als Einheitsvektor.
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1.2 Lagebeziehung von Vektoren

parallel (kollinear) orthogonal (senkrecht)
— —
77 10
echt parallel antiparallel
— —
a1 b a1l b
— —
b b
—= —=> —~
a a a

1.3 Addition von Vektoren

— > —
Ist @ = AB ,so konnen wir jeden zweiten Vekt_o)r b
so parallel verschieben, dass er bei B beginnt: b =
BC.

>
Die Summe der Vektoren @ und b wird definiert als
die Gesamtverschiebung von A nach C":

?L’—i—?)> = A—B)—i—B_C) = A—C')

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

— —
Kommutativgesetzz @ + b = b + @ (s. Skizze)
— —
Assoziativgesetz: (5’ + b) +C = ad+ (b + ?)
Der Nuyllvektor ist der Vektor mit
—

s
a+0 = a.
Dieser Vektor hat die Linge 0.

1.4 Subtraktion von Vektoren

Wir fii_h)ren die Subtrakt_i)on auf die Addition zurtick:

a—0b = Z[-l-(—b).
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1.5 Multiplikation mit einem Skalar

Fiir jede reelle Zahl A und jeden Vektor @ definieren wir die Mul-
tiplikation wie folgt:

o AT = ATl
« \T
\a Tl
«0-d=a-0=0

falls A > 0

SN

falls A < 0O

Geometrisch ergeben sich die Eigenschaften:

Assoziativgesetz: A1 (Ao @) = (A9) @

1. Distributivgesetz: (A +Xo) @ = M@ + X9 @
2. Distributivgesetz: A (?l) + ?) = \d + )\_b) (s. Skizze)

Man kann fiir einen beliebigen Vektor @ einen Einheitsvektor CTO) definieren, der die gleiche Richtung wie ?L:
aber den Betrag 1 hat:

—> EL) —>
ag = 77 3 llaoll =1
]|

1.6 Verallgemeinerung

Der Begriff eines Vektors lisst sich allgemeiner fassen. So lassen sich Objekte in hoherdimensionalen Rdumen
ebenso als Vektoren beschreiben wie z. B. auch Polynome.

—
Eine Menge V' heifit Vektorraum genau dann, wenn V?L), b € V und VA1, A9 € R die folgenden Rela-
tionen erfiillt sind:

Addition von Vektoren

= —
a+b €V Abgeschlossenheit von V'
— —
a+b =b+a Kommutativgesetz
— —
(a) + b) +7C = d+ (b + ?) Assoziativgesetz
— —
30 e V:ad+0 =@ Neutrales Element
—
Va € V. I¢ €V c+¢ =0 Inverses Element
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Multiplikation mit einem Skalar

NMad €V Abgeschlossenheit von V'
\ad = a\ Kommutativgesetz

Al ()\25)) = ()\1)\2) a Assoziativgesetz

l1-@d =74a Neutrales Element

Distributivgesetze
()\1 + /\2) c = /\15) + /\2(_1) 1. Distributivgesetz
— —
Al (E’ + b) = /\la’ + A1 b 2. Distributivgesetz

1.7 Lineare Unabhéangigkeit, Basen und Koordinatensysteme

1.7.1 Der Vektorraum R?

Ya

Sy

Qy

N
(yCy

—>
QxCy

T

Wie definieren zwei spezielle Basisvektoren:
. e_x) : Einheitsvektor in Richtung positiver x-Achse
. e_y) : Einheitsvektor in Richtung positiver 4-Achse
@ lisst sich als Linearkombination von e_x’ und 6_3; schreiben:
d = agér + ayey

@ ist durch die Koordinaten ag , Gy eindeutig bestimmt. Wir
kénnen daher schreiben

Tl = (/a2 + a2
a)_<ax):> ” H T Y

= ay

S

cos (o) = H(_}H firi € {z;y}

Dabei bezeichnet man COS (Ozz) als Richtungskosinus und ¢; als Richtungwinkel.

Bemerkungen:

e Die Menge {e_m’ ,e_y’} bildet eine Basis des Vektorraumes R2 mit der Dimension 2.

e Durch diese Basis wird zugleich ein Koordinatensystem definiert.

o Wegen |lez] = ||e_y) H = 1 und e, L €, heift dieses Koordinatensystem orthonormiert.



1.8. KOORDINATENDARSTELLUNG DER RECHENOPERATIONEN 7

1.7.2 Der Vektorraum R?

Der dreidimensionale Raum ]RS kann ebenso wie die Ebene RQ mit Hilfe spezieller Basisvektoren beschrieben
werden:

. {e_x), e_y’, e_;:} :  Einheitsvektoren in
“A Richtung der positiven Koordinaten-
achsen
— — —> —
ay |- e a4 = ageég + ayey + azey
Qg
-
a ay ) a,) = ay
Y @z
azeq a,e’
xCa €2l o« @] = /a2 + a2 + a?
(0% =5 >
ayey a; ..
x e cos(a;) = firi € {z;y;z2}

I

Die Menge {e_x),e_y),@’ } bildet eine Basis des Vektorraumes Rg, der daher die Dimension 3 hat.

Wegen HGIH = He_y)H = ||e_z’|| = 1 und (Z{J_ 6_3; 1 6_2) ist das zu dieser Basis gehérende Koordinatensys-
tem orthonormiert.

1.8 Koordinatendarstellung der Rechenoperationen

Mit Hilfe der Koordinatendarstellung der Rechenoperationen kénnen wir nun algebraische Ausdriicke fiir die
weiter oben geometrisch definierten Rechenoperationen angeben.

Addition/Subtraktion:
- —> —> —> —>
d+b = (az€s + ayéy + azel) + (bpez + byey, + b.€y)

Qg by ar = by
ay b, ay £ b,

Multiplikation:

ay Aag
ay Aay
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1.9 Linearkombinationen, lineare Unabhangigkeit von Vektoren, Ba-
sen

Im Rg kann jeder Vektor @ mit Hilfe der Basisvektoren e_m' , e_y’ und e_z’ geschrieben werden als
a) = a‘(ye—;;‘i‘aye_z/)_'_a/ze_zv)

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der Menge der Vektoren {ex, ey, e Z} dies ermoghchen Unter Wel—

s
chen Voraussetzungen lésst sich ein Vektor @ mit Hilfe der Menge { b, C d } als @ = )\ b + )\2 c+ A3 d
schreiben?

Dies fiihrt uns zunéchst auf den Begriff der Linearkombination:

Linearkombination
Eine Linearkombination der Vektoren ZL)Z', 1 € {1, RN n}, n € Nist ein Ausdruck der Form:

Wenn wir aus einer Menge von Vektoren, in obigem Beispiel { a,b,c,d }, einen der Vektoren als Linearkom-

— —
bination der anderen darstellen kénnen, nennen wir die Menge {?L), b, ?, d} linear abhéngig. Andernfalls
ist die Menge linear unabhéngig.

Etwas allgemeiner definieren wir:

p
Lineare Unabhingigkeit
Die Vektoren ZL)Z', S {1, . ,n}, n € N heifen linear unabhiingig genau dann, wenn gilt:

6)2)\15)1—1-)\25’24—-“—1—)\”(_1’” = A =X ==X, =0

Dies ist aquwalent zu der Forderung, dass sich kein Vektor a als Linearkombination der iibrigen
Vektoren @1,... Q. i—1, Q Z—l—l? ..., @p darstellen lsst.

- J

Beispiel: Linearkombination dreier Vektoren
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1 1 1 )
= (=1 @ =(1); @3 =(1); 7=[1
0 0 1 1

= 7 = 2d1+2d9+ a3
Die Menge {7, 31, 32, 33} ist also linear abhéngig.
— > > 7
Bisher war die Frage, ob man einen speziellen Vektor @ als Linearkombination von Vektoren b, ¢, d darstel-

len kann. Im Fall der Vektoren 6_55 , 6_3; , e_z’ kann man aber jeden Vektor aus dem dreidimensionalen Raum als
Linearkombination dieser Vektoren darstellen. Dies motiviert den Begriff der Basis eines Vektorraums.

Basis eines Vektorraums |/
Eine Menge von linear unabhéingigen Vektoren a;, ¢ € {1, - ,n} ,n € N aus einem Vektor-
raum V/, aus der sich jedes 7 € V durch Linearkombination erzeugen liisst, heift Basis von V.

Ist nun @, 7 € {1,...,n} eine Basis von V, so gibt es fiir jedes 7 € V Koordinaten A1, ..., Ap:
T = Mad1+Xda+ -+ Mdn, AM,...M €R

Jede Basis eines Vektorraums definiert auf diese Weise ein Koordinatensystem.

Die Zahl n der Vektoren einer Basis hiingt nicht von der Wahl der Basis ab und heikt Dimension von V. Dies
ist zugleich die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren in V.

Bemerkungen:

e Eine Menge von zwei Vektoren ist genau dann linear abhéngig, wenn die Vektoren kollinear sind.

Eine Menge von drei Vektoren ist genau dann linear abhéngig, wenn die Vektoren komplanar sind.

e In der Ebene RQ sind Mengen mit mehr als zwei Vektoren automatisch linear abhéngig. Jede Menge von
zwei linear unabhéngigen Vektoren bildet dann eine Basis.

Im Raum RS sind Mengen mit mehr als drei Vektoren automatisch linear abhéngig. Jede Menge von drei
linear unabhingigen Vektoren bildet dann eine Basis.

Beispiel: Linearkombination
N

s
Der Vektor @ soll als Linearkombination der Vektoren b , ?, d geschrieben werden.
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- —
Man l6st das lineare Gleichungssystem @ = A1b + )\2? + A3 d in der Form:

A1 A2 A3 A1 A9 A3
2 1 1 2 1 -2 0 5
—1 2 1 -3 0 -3 —16
1 -2 2 9 0 1 2
-2 2 9 1 -2 0 5
2 1 2 0 5 0 —10
-1 2 1 -3 0 0 1 2
-2 2 9 1 0 0 1
5 -3 —16 0 1 0 -2
3 6 0 0 1 2

— —
Somit ergibt sich die Losung @ = b —2¢C + 2d.

Beispiel: Lineare Unabhéngigkeit
Zu priifen ist, fiir welche Werte des Parameters a die Vektoren

Q-6 -0

linear unabhéngig sind.

= — - —
Das zu lésende Gleichungssystem 0 = A{a@ + A9 b + A3 ¢ kann wie folgt geschrieben werden:

A Ao A3 )

1 0 a 0

2 a 0 a # 1 = RangA = Rang(A|B) =
2 1 a 0 =  Genau eine Losung: A\ = Ao
1 0 2 0

0 a 1—2a 0

0 1 —a 0 a =1 = RangA = Rang(A|B) =
1 0 2 0 = Unendlich viele Lésungen

0 1 —a 0

0 0 (1—a)? 0

Also sind die Vektoren im Fall @ = 1 linear abhingig, andernfalls linear unabhingig.
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1.10 Das Skalarprodukt

s
Wir wollen die Projektion eines Vektors b in Richtung CT()) bestimmen. Das Ergebnis ist die gerichtete Strecke

bq.
Die Gleichung fiir die Projektion lautet:

ba = ||B]|cos (¢)

Wir definieren nun eine Rechenoperation, die einem ge-
=

-
b/ — gebenen Vektor b die Projektion in Richtung eines Ein-
heitsvektors CT()) zuordnet:

—>

ba ag ap©o v - Ikl = ba = [|b] cos(¢)

S
I
o
S8

Diese Definition wird nun auf beliebige Vektoren erwei-
tert.

Skalarprodukt .
Fiir zwei beliebige Vektoren ZL), b definieren wir das Skalarprodukt:

Tob = ||@] || b cos(¢) mit ¢ € [0,7]

Die folgenden Rechenregeln lassen sich geometrisch beweisen:

— —
Kommutativgesetz: @ o D= bod Assoziativgesetz: (A@)o b = A @ o b
— —
Distributivgesetz: @ (b + ?) = dob+4+do?C

1.10.1 Koordinatendarstellung des Skalarprodukts

Die Vektoren e_;; , e_y’ und e_; sind orthonormal:
goe = |le)? = 1tiri € {z,y,2} G0ty = 108 = gpoes = 0.
Es folgt:

Koordinatendarstellung des Skalarprodukts

ZL) o) —b) - afpbx -+ ayby -+ azbz

—
Mit Hilfe des Skalarproduktes lisst sich ein Vektor b fiir einen gegebenen Vektor @ in einen Vektor parallel zu
a (Orthogonalprojektion) und einen Vektor senkrecht zu @ (Normalprojektion) zerlegen:

Orthogonalprojektion Normalprojektion
— — a) o —b) — — —

—> —> —
by = (aoo b)ao ST by = b — b

Beispiel: Orthogonalprojektion
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)
N
Der Vektor b = | 10 | soll in Vektoren parallel bzw. senkrecht zu einem zweiten Vektor
3
4
a =13 zerlegt werden.
0

Die Orthogonalprojektion ergibt sich zu:

5 4
10 o3
. 3 0 4 5.4410-3 4 8
e = 2/ N0 [3) =2 2200 [3) = (6
42 4 32 0 5 0 0
R 5 8 _3
by = (10)=(6) = [ 4
3 0 3

1.11 Das Vektorprodukt

—

—
Es seien a), b € Vund ¢ € [0, 7T] der von a), b eingeschlos-

sene Winkel. Das Vektorprodukt T = adx 3 ist der eindeutig
bestimmte Vektor mit:
- —
S | Ll = lIa x bl = [[@] [|b] sin(¢)
) @xT| 2 (2L7) A (TLT)
=

—
3. Die positiven Orientierungen der Vektoren a), b und ¢

bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Bemerkungen:
— - — -
e Geometrisch ist || a X b || der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.
— —
axb = 0.

-
e Sind zwei Vektoren linear abhéngig, so ist ihr Kreuzprodukt der Nullvektor: a H b =

e Es gelten die Rechenregeln:

Txb =-bxa (AH)XZ)ZA(EX?)

ol

3x(3+3) — T X D47 x
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1.11.1 Koordinatendarstellung des Vektorprodukts

Die Vektorentripel (e_g;, (Zy}, e_z)), (e_z), 6_3;, 6_y))7 (e_y), e_;:, 6_3;) bilden Rechtssysteme:

& X ey = —€y X = € G Xép = —€zxe = ¢

G XE = —elxe = & & xe =0 fir i € {zyz}
Damit folgt:

Txb = (agér + ay) + a:22) x (been + byéy + bse2)

= (aybz — azby) er + (azby — azby) ey + (axby — aybx) e,

— > —
— a/sz - axbz — aw ay az

Das fiihrt auf das Rechenschema:

Gy

%><by ayb, — a by
b —
>

ol
S

><Z ayby —ag by

by ag by — ay by

az
Qg
Qy by

(Koordinatendarstellung des Vektorproduktes

a X b == asz - axbz = a,x ay a,z

Der zu zwei gegebenen Vektoren orthogonale Vektor

Beispiel:
1 - 1
Gesucht ist ein Vektor E), der auf den Vektoren @ = |2 | und b = [ 3 | senkrecht steht.
1 2
Ein solcher Vektor € ist gegeben durch:
- er e_y) e, 2:2—1-3 1
C=adxb = 1 2 1| =1(11-1-1-2])] = | -1
1 3 2 1-3—-2-1 1
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1.12 Das Spatprodukt

Es soll das Volumen des gezeigten Parallelepipeds/Spats be-
stimmt werden.

Fiir das Volumen des Spats gilt zunéchst: VSpat = A - h. Dabei

st A das Volumen der Grundseite und h die Hohe des Spats. Es
< folgt fiir die Fliche A:

A =|TxD|

Die Hohe h ergibt sich als Betrag) der Orthogonalprojektion des
Vektors € in Richtung von @ X b:
—
co (_67 X b) ‘

50<3><7;> R
'@ < b ( '@ = bl

Damit ergibt sich das Spatvolumen zu

o o)
VSpat = A-h = ||CL X b”

— =
Ia x bl
( 7
Spatprodukt
> 7 >
Das Spatprodukt der Vektoren @, b, ¢ lautet
agz ay Qg
—
(@xB)o? = |bo by 0
Cx Cy Cz

Bemerkungen:

e Fiir das Vorzeichen des Spatproduktes gilt:

(

(m?)o?

\

<

0

0

0

. oy . —> - —>
Die positiven Richtungen der Vektoren @, b und ¢
bilden in dieser Reihenfolge ein Linkssystem.

—_>
@, b, C liegen in einer Ebene (komplanar) und sind daher linear abhiingig.

Die positiven Richtungen der Vektoren @, b und ¢
bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

e Das Spatprodukt ist zyklisch vertauschbar:

(ax?)og - (mz)o? _ (%?)ﬁ

Es gilt aber:

(axz’)oz



1.12. DAS SPATPRODUKT

1.12.1 Das Volumen eines Tetraeders

—>
Cc

»
»

=
a

15

Der oben gezeigte Spat ldsst sich in sechs kongruente
Tetraeder zerlegen. Dan_l)it ergibt sich das Volumen eines

aus den Vektoren a), b und C gebildeten Tetraeders
Zu:

1 1
VTetraeder = gvSpat = 6

1.12.2 Das Volumen einer Pyramide mit regelméfiiger Grundflache

—

C

N

\4

Q)

Aus zwei der oben gezeigten Tetraeder ldsst sich eine

S
Pyramide mit einem von den Vektoren @ und b gebil-
deten Parallelogramm als Grundfliche und der Kante <
bilden. Dieses hat dann das Volumen

1
VPyramide = 2VPetraeder = §

co <E)>< g)’
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1.13 Aufgaben

Aufgabe 1
Der Vektor E soll jeweils als Linearkombination der Vektoren @, 3, C geschrieben werden.
N /5 1 - 3
aya = (1], b =10 ,¢=(-2],d=3[-1
1 4 —1 2
-3 = 1 4 N 2
b) @ = 0 b =12, =1(2],d=15
—1 0 1 1
Aufgabe 2

Gegeben ist ein Dreieck mit den Punkten A(0;0;2), B(0;2;0),C(2;0;0).

> -_— —> - —>

a) Bestimmen Sie die Vektoren ¢ = AB,a = BCud b = AC.
b) Berechnen Sie den Vektor 5. der Seitenhalbierenden der Seite AB sowie seine Liinge.

— —
c¢) Berechnen Sie die Orthogonalprojektion b des Vektors b auf den Vektor c.

d) Wie grofs ist der Flacheninhalt des Dreiecks?

Aufgabe 3
1\ _, 2 —1
Gegeben sind die Vektoren @ = (1], b = | -2 |, und € = 3
2 2 Y

—
a) Wie muss man 9 wihlen, damit die Vektoren @, b, ¢ komplanar sind? Stellen Sie fiir diesen Fall € als
—

Linearkombination von @ und b dar.

—
b) Welchen Winkel schlieffen die Vektoren @ und b ein? Welchen Richtungswinkel hat @ mit der z-Achse
des Koordinatensystems?



Kapitel 2

Analytische Geometrie

2.1 Darstellung linearer Strukturen im dreidimensionalen Raum

Im dreidimensionalen Raum (dem Vektorraum R3) gibt es drei Typen von linearen Strukturen:

e Punkte e Geraden e Ebenen

Ein Punkt P wird dargestellt durch drei Koordinaten (:E|y|z) Einem solchen Punkt kann ein Ortsvektor
zugeordnet werden, der den Punkt mit dem Koordinatenursprung verbindet:

e x

7 =0P = |y

z

2.1.1 Darstellung von Geraden im Raum
~A
P
X
P2
g
0 "y

X

Eine Gerade im Raum ist vollstdndig bestimmt durch

1. die Angabe eines Punktes Py(xg|yg|z0) auf der Geraden und einer Richtung a:
Ist X (x|y|z) ein beliebiger weiterer Punkt auf der Geraden, so ist der Vektor von Fj nach X parallel

zum Vektor @ :

X || a = PhX = OX -0F = s-d mit s € R
Es folgt die:

— —_ - r = X0 +5-ag
Punkt-Richtungsgleichung: OX = OFy+s-a < y = yp+s- y
Z = Zyt+S-ay

17
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2. die Angabe zweier Punkte Py(z(|yo|20) und Py(x1|y1]21) auf der Geraden:

Ist X (:U|y|z) ein beliebiger weiterer Punkt auf der Geraden, so ist der Vektor von Fj nach P parallel
zum Vektor von Fj nach X:

X || PP = FpX = OX —-0OF) = s-FyP1 mit s € R
Es ergibt sich die

xo+ 5 - (r1 — 0)

= Yo+ s (y1— o)
z = zg+s- (21— 2)

——> ——> — x
Zwei-Punkte-Gleichung: OX = OFy+s-FyP; < vy

Beispiel: Konstruktion einer Geraden aus zwei Punkten

Gesucht ist die Gerade durch die Punkte Py(1|2|3) und Py(4|1|3). Diese ist

N 1 3
OX = [2])+s-| -1
3 0

2.1.2 Darstellung von Ebenen im Raum

Eine Ebene im Raum kann durch folgende Angaben eindeutig bestimmt werden:

8

1. ein Punkt Py

vektoren E{,

0

S

|y0‘20) (O P, Stiitzvektor) in der Ebene und zweier linear unabhingiger Richtungs-

Ist X (x|y|2) ein beliebiger Punkt in der Ebene, so liegt der Vek-
—

—_— .,
tor PyX in der Ebene. Daher sind Vektoren {P()X ,a,b } linear
abhéngig:

b BX = OX —OR,
X Poi
ot—

Dies ergibt die

|

s-?[—l—t-? mit s,t € R

sl

Punkt-Richtungsgleichung einer Ebene
Y

_—

OX = OPy+s-@+t-b

2. drei Punkte Py(xglyo|20), P1(z1|y1]2z1) und Pa(xaly2|22), die nicht auf einer Geraden liegen:
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Ist X (x\y|z) ein beliebiger Punkt in der Ebene, so liegen

“A Py X ,PyP; und FPyP» in einer Ebene:
P Py X = 0X —-0OF) = s-PyP1+t- PPy mit s,t € R
X Poi o
Py Dies ergibt die:
Drei-Punkte-Gleichung einer Ebene
Y

OX = OPy+s-FPyPi+t-PyP

3. ein Punkt Po(x0|y0|20) und ein Normalenvektors 77, der senkrecht auf der Ebene steht:

Ist X(:C|y|z) ein beliebiger Punkt in der Ebene, so stehen die Vek-
ey

toren 7 und PyX senkrecht aufeinander.

z
' 7L X = 0=1mnoPRX
Dies ergibt die
X Py Normalform der Ebene

<V

/ 0 = 7o (0X - OF)
X

Hat der Vektor 72 die Linge 1, so bezeichnet man diese Darstellung
als Hessesche Normalform.

4. eine Gleichung fiir drei Variablen x,y, 2:

Angenommen, eine Ebene ist in der Normalform gegeben. Unter Verwendung der Bezeichnungen

A\ x s
n = |B|,0X = (y|,-"RoOPR = D
C z

folgt:
0 — ﬁo(o_x’—opo) & Ag+B-y+C-2+D = 0

Weil die Komponenten A, B, C' und der Punkt P beliebig gewiihlt werden kénnen, gilt:

Koordinatendarstellung der Ebene
Fir A, B,C, D € R definiert, falls nicht A = B = C' = 0 gilt, die Gleichung

Az+B-y+C-24+D =0

eine Ebene.
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Beispiel: Achsenabschnittsform

a 0 0
Geht eine Ebene durch die Punkte [ O |, [ & | und | O ], so ist die Ebene durch die
0 0 c
Gleichung
r Yy z
-+ -+- =1
a b ¢
gegeben.

Der Wechsel zwischen den Darstellungsformen der Ebene

Beispiel: Parameterform — Normalform, Koordinatenform
Eine Ebene F ist in der Form

T 1 1 1
yl = (2)+s- (1) +¢t-(4
2 3 2 1

gegeben. Es sollen die Normalform und die Koordinatenform der Ebene bestimmt werden.

Ein Normalvektor fiir die Ebene ergibt sich durch das Kreuzprodukt

1 1 -7
m=1]x(4] = 1
2 1 3

Mit Hilfe des Stiitzvektors ergeben sich Normalform und Koordinatenform:

-7 x 1

0 = 1 ]o y]l —12 Normalform
3 z 3

0 = —7x+y+32—4 Koordinatenform

Beispiel: Koordinatendarstellung — Normalform, Parameterform
Eine Ebene F ist in der Form

4
0 =3z+4y—6 & = = —§y+2
gegeben. Es sollen die Normalform und die Parameterform bestimmt werden.
Zunéchst werden die Bezeichnungen 35 := 9y und t := 2z gewihlt. Damit folgt:
4
x ——y+2 2 —1 0
2 y 0 0 1
z
3
Ein Normalenvektor der Ebene lautet 7 = | 4 |. Damit ergibt sich die Normalform
0
2 x 3
0=(0]ol[y]-[4

0 z 0
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2.2 Geometrische Beziehungen zwischen linearen Strukturen

2.2.1 Lagebeziehungen und die Berechnung von Schnittmengen
Lagebeziehungen und Schnittmengen zweier Geraden

Wir gehen davon aus, dass zwei Geraden in Punkt-Richtungsform vorliegen:
g : T =T1+s-a
go 1 T = To+t- _b)
Die verschiedenen Lagebeziehungen von Geraden lassen sich wie folgt klassifizieren:

e identische Geraden:

Damit zwei Geraden identisch sind, miissen die folgenden Bezichungen erfiillt sein:

L@ |0 & @xb =20
2. (T1—T9) | @ & (F1-To)xa@ =0

In diesem Fall gibt es unendlich viele Schnittpunkte. Die Schnittmenge lautet:

M = {X' OX = P1+s-@,s € R}

e parallele, nicht identische Geraden:

o g1 Damit zwei Geraden parallel aber nicht identisch sind, miissen die

folgenden Beziehungen erfiillt sein:
d g L@ b & aTxb =20
2 (T1-To) T & (F1-T)xd # 0

Y In diesem Fall gibt es keine Schnittpunkte. Die Schnittmenge ist
leer.

e Geraden mit Schnittpunkt:

—
Falls @ und b nicht kollinear sind und die Geraden in einer gemein-
samen Ebene liegen, gibt es einen eindeutig bestimmten Schnitt-

z
4 punkt S. Die Bedingungen hierfiir kénnen geschrieben werden als:

—> — —
g Lafb & dxb #0
92 N o
2. (7“1— 7"2),a, b sind linear abhingig

[y

= (?2_?1)o(m3) ~ 0

<V

Der Schnittpunkt ergibt sich als Losung des linearen Gleichungs-
systems:
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e Windschiefe Geraden (nur in RB!):

-

Falls @ und b nicht kollinear sind und die Geraden nicht in einer

z gemeinsamen Ebene liegen, bezeichnet man die Geraden als wind-
91 schief. Die Bedingungen dafiir kénnen geschrieben werden als

d g9 1.3H3@*x3#6’

a
2. (?1 - ?2) , ZL’, b  sind linear unabhingig

% ! o (?2_?1)o<3x3)¢o

In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt.

Beispiel: Lagebezichung von Geraden
Der Parameter @ ist so zu bestimmen, dass sich die Geraden schneiden. Fiir den entsprechenden
Wert des Parameters ist der Schnittpunkt zu bestimmen.

7 2 4 1
g : T =|-2|+s-13 und g9 : T = |—6|+¢t-|1
2 a -1 2

Im Grunde kann man direkt das LGS fiir die Schnittmenge losen und daraus die Lagebeziehung
ableiten. Zur Ubung wird die Lagebeziehung hier aber schon zuvor bestimmt.

2 1 6—a N
1. 3| x (1] = a—4| =7 # 0
a 2 —1
4 -7 6—a -3
2. mol|l—-6+2] = la—4|o|—-4] =1—-a
—1-2 -1 -3
Die Geraden schneiden sich, wenn der letzte Ausdruck 0 wird, also fiir @ = 1. Dann kann der
Schnittpunkt berechnet werden:
7 2 4 1 3 1 2
2| 4+s-|3) = |-6])+t-|1 & 41 =t- (1] —-s-(3
2 1 —1 2 3 2 1

Damit folgt;

t S t S t S
1 -2 3 1 —2 3 0 1
= =
-3 -1 1 -1
2 —1 3 -3 0 0

Daher ergibt sich der Schnittpunkt:

. 4 1 5
0S = |[—6)+(1)] = [-5] = s =(5-51)
-1 2 1

Die Schnittmenge ist dann M = {(5] — 5|1)}.



2.2. GEOMETRISCHE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN LINEAREN STRUKTUREN 23

Lagebeziehungen und Schnittmengen von Geraden und Ebenen

Wir gehen davon aus, dass die Gerade ¢ und die Ebene E' in der folgenden Form gegeben sind:

g: T =T1+s-0a

E: 7 ?Q—Ftl-g—f—tg-?,

e Die Gerade liegt in der Ebene:

z

S|

xz

-
= bx7C oder 0 =no(T—79)

Die Gerade liegt in der Ebene, der Richtungsvektor der Geraden
und die Verbindungslinie der Stiitzvektoren in der Ebene liegen.

l.donm =0
2. (71—?0)0%’ =0

In diesem Fall gibt es unendlich viele Schnittpunkte, die Schnitt-
menge lautet:

M = {X‘ OX = T1+s1-a, s € ]R}

e Die Gerade verlduft parallel zur Ebene:

<A

<V

T

e Die Gerade schneidet die Ebene:

Damit die Gerade parallel zur Ebene verlauft, miissen folgende Be-
dingungen erfiillt sein:

l.aonm =0
2 (Pl —To)om # 0

In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt.

Die Bedingung dafiir, dass die Gerade die Ebene in genau einem
Punkt S schneidet, lautet:

dom # 0

Den Schnittpunkt kann man erhalten, indem man das Gleichungs-
system

T14s @ = Totti-b+iy-C

16st. Liegt die Ebene in der Normalform vor, erhdlt man den Schnitt-
punkt durch

!

(Py—T1)oW

0 =TNo(P1+s-d—T9) = s =

8
S

—
n
Damit lautet der Ortsvektor des Schnittpunktes:

5 - 7 (D22700T) 7

—> _ —
aon
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Beispiel: Lagebezichung von Geraden und Ebenen.
Es sind die Lagebeziehung und die Schnittmenge der Gerade g der Ebene E zu bestimmen:

2 1 1 2 -1
g: T = (2]|+s-[|-1 wmd E: 2= (1]4+t-(0)+u-[-1
1 1 5 1 3
Zunéachst kann man die Ebene in Normalform schreiben:
2 -1 1 1 x 1
7=]0)x-{-1) = (-7] = o= {(=7)of[y]=]1
1 3 -2 -2 4 5
Damit lautet die Bedingung fiir die Existenz eines Schnittpunktes:
1 1
—1l]o|=7T|] =6 #0
1 -2
Die Gerade schneidet also die Ebene. Der Schnittpunkt kann wie folgt ermittelt werden:
1 24+ s 1 1 1+ s 1
0= |-7]o0 2—s| —1|1 = |—-7)o| 1—s = 24+65 = 5§ = ——
-2 1+s 5 -2 —4+s 3
Damit ergibt sich der Schnittpunkt zu
2 1 5)
—— 1 1 51 7 2
oS =2 —-—=-|-1) ==-|7 = S = (2] =21]Z2
1 3 1 3 2 3| 3 3

Lagebeziehungen und Schnittmengen von zwei Ebenen

Wir gehen davon aus, dass die Ebenen '] und F9 in der folgenden Form gegeben sind:
— —
E1:¥:?1+81-a}—|—82-b, ﬂzgxb

— -> —

— —
Ey : 7 =7r3+t1-C+to-d, n3 = ¢xd oder 0 = ngo (7 —173)
e Die Ebenen sind identisch:

Zwei Ebenen sind identisch, wenn ihre Normalenvektoren parallel sind und der Verbindungsvektor der
Stiitzvektoren in beiden Ebenen liegt.
1.ﬁ1 H 7{2 = ﬁlxﬁ_ﬁ: (_))
2. (?1—?2)-771) = 6
In diesem Fall ist die Schnittmenge eine Ebene, d.h es gibt unendlich viele Lésungen, die von zwei Para-

— N N —
metern bestimmt werden: M = { X| OX = 7¥1+s1-a+s9-b,s1,80 € R

e Die Ebenen verlaufen parallel:
“a

Damit die Ebenen parallel sind, muss gelten:

1.7 | B2 & Wixag =0

2. (71— 72)-n1 # 0

In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt, die Schnittmenge ist
leer.

<V
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e Die Ebenen schneiden sich:

ZA

Fallls

| SRR

gilt, schneiden sich die Ebenen entlang einer Schnittgerade gg. Die
Schnittgerade ergibt sich als Losung des Gleichungssystems

<V

?1+51-3+82~—b) = ?2+t1-€+t2.g

T

Bemerkung: Liegt die zweite Ebene in Normalform vor, lasst sich die Losungen direkt angeben:

0 = ngo

- - 7 = (7’—2)_?1_516))0772)
(r1+31a + 590 —7"2) = §9 =

=

b ony
Damit ist die Schnittgerade:
— — — (T_Q) ?1_815’))07’72) e
r = 1r1+S8-a-+ > .
b ong
L (B —=T1)ony - , domy »
Tl+ - - - b +S]_ a—?b
ngo b ngo b

Beispiel: Lagebezichung zweier Ebenen

Es sollen die Lagebeziehung und die Schnittmenge der Ebenen

Ey: 7

Ey : @
bestimmt werden. Zunéchst gilt:

1 3

- (90
1 0

1 -2
ny = (1] x-| 1
2 3

1 1
3 + 51 - 0 + S9 -
2 1
—1 1
O | +t1-(1]|+to-
2 2
_1 )
3
1 — —
1 > = 11 XNy =
-7
3

Vs

16

Die Ebenen schneiden sich also. Schreibt man die Ebenen /1 in der Normalform und setzt die
Parametergleichung der Ebene F9 ein, so folgt:

-1
3 ]o
1

—1+t—2u 1
t+u 3 =
242t + 3u 2
11
t =

— 2
4 Uu

11 4+ 4t 4+ 8u
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Es folgen die Gleichungen fiir die Schnittgerade und Schnittmenge

-1 1 1 2
gs : ¥ =10 —|—(———2u)- I)+uw-| 1
2 4 2 3
15 —4
— (114w -1
4 \14 -1
1 (15 —4
M =<K —- |11 4+u-|-1 u € R
4 \14 -1

2.2.2 Die Berechnung von Schnittwinkeln
Als Schnittwinkel zwischen zwei geometrischen Objekten verstehen wollen wir nur Winkel kleiner oder gleich

90° zulassen.

Der Schnittwinkel zweier Geraden:

Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden

“A 5> o >
g1 = r1+s8-a und

—

g g9 - T = To+t-b

kann mit Hilfe des Skalarproduktes berechnet werden:

Schnittwinkel zweier Geraden

Yy Zolb
os¢p = —H_ELO —U
92 lall-Noll

Der Schnittwinkel einer Gerade und einer Ebene:

Der Winkel zwischen einer durch

“A g: T =Totsa
g gegebenen Geraden ¢ und einer durch
3 E: 0= o(Z—71)
0 definierten Ebene E ist gegeben durch
Schnittwinkel einer Gerade und einer Ebene
! . o 17 o @
sin (¢) = sin (5 - 9) = cos () = I
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Der Schnittwinkel zweier Ebenen

. Der Winkel zwischen zwei Ebenen E'| und E9, die durch
A

0 = (¥ —=71)on] und
0 = (¥—73)ong

bestimmt sind, ist derselbe wie der zwischen ihren Normalenvekto-
ren 11 und 79

Schnittwinkel zweier Ebenen

cos () = |71 0 73|
721 1|72

2.2.3 Die Berechnung von Abstinden

Der Abstand eines Punktes von einer Geraden

Unter dem Abstand eines Punktes P’] von einer Gera-

den g versteht man den minimalen Abstand, den der

Punkt vou der Geraden hat. Dieser ist die Lénge des

Vektors d, der P mit g verbindet und der senkrecht

“A auf g steht. Dieser Vektor ist die Normalprojektion des
Py —

Vektors Py Py beziiglich des Vektors @ :

e

E’:(%H)L:fmﬁ—ﬁﬁo%ﬂjﬁo
a

B a /Abstand eines Punktes von einer Geraden )
g
Y SN Y >0 _ B p ). =20
d:H%H—(ao%H)a’
T

——
= HPOPl X HOH
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Der Abstand eines Punktes von einer Ebene
Der Abstand eines Punktes ] von einer Ebene E kann
-

Z, als Lange der Orthogonalprojektion d eines beliebigen

P Verbindungsvektors Py P] der Ebene und des Punktes
berechnet werden.

d = <P0P1> - (ﬁ’oopopl)-ﬁo
n

Abstand eines Punktes von einer Ebene

<V

d = ‘POPl 0 ﬁ“‘

Bemerkung:
Liegt die Ebene in der Gestalt 0 = A-x+ B-y+ C - z+ D vor und hat der Punkt P die Koordinaten
P (ml\yllzl), so kann gilt:

A —
n o= (B), D = —OP,y- 7 fiir einen Punkt P in der Ebene
C
[ SN e TN A- B - C- D
= d = )Poplono‘ - ’OPlonO—OPoonO‘ _MAm+ Byt Coa+ Dl

VA2 + B2 4 C?

Beispiel: Abstand eines Punktes von einer Ebene
Der Abstand des Punktes P(1‘4’1) von der Ebene

() ) (2

Zunéchst wird der Normalenvektor der Ebene bestimmt:

= (-()- ()= ()

Damit ergibt sich der Abstand:

o . [-3 1 1
e (-(6)-0)
V14
T

ist zu berechnen.

1 —3 0 9
A2 3| = _
V14 1 0 V14

Der Abstand einer Geraden von einer Ebene

Der Abstand einer Geraden von einer Ebene ist nur dann nicht 0, wenn die Gerade parallel zur Ebene verliuft.
Verlduft eine Gerade g parallel zu einer Ebene [, wobei

g: T = OPy+s-a

E: 7 = OPl—I—t1~Z)—|—t2~E), n o= Z)XE) oder 0 = TL)O(?—OPQ>
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gilt, so kann der gesucht Abstand als der Abstand eines beliebigen Punktes auf der Geraden g (z.B. F) zur
Geraden ' bestimmt werden:

d = ’ﬁoopgpl‘

Der Abstand zweier Ebenen

Der Abstand zweier Ebenen ist nur dann nicht 0, wenn die Ebenen parallel verlaufen. Verliuft eine Gerade F'y
parallel zu einer Ebene Fo, wobei

> e > - —> — -

Eq o ¥ = OP1+s1-a+s92-b, nf = axb
N — N - — > -3 —> —> —>
Ey: 7 =O0OPy+t1-C+ty-d, ng = ¢xd oder 0 = ngo (7 —173)

sind, so kann man den Abstand der Ebenen als Abstand eines beliebigen Punktes auf der Ebene F1, z.B. Py,
zur Ebene F/9 bestimmen:

d:]woﬂ&‘

Der Abstand von Geraden

Der Abstand zweier Geraden ist genau dann nicht 0, wenn Sie parallel oder windschief sind.

e der Abstand paralleler Geraden
Sind zwei parallele Geraden

gy T = 72—|—t-3

gegeben, so kann der Abstand der Geraden als Abstand eines beliebigen Punktes auf der Geraden go (z.B.
P») zur Geraden g1 bestimmt werden:

ci:Hﬂ&—(woa&)zw
= HP1P2 X 30“

e der Abstand windschiefer Geraden
Sind zwei windschiefe Geraden

g1 T = ?1+s-
g T = ?24—25-

gegeben, so liegen die Geraden in den parallelen Ebenen F'| und E9 mit

—

P ——
Ei1: 7 =O0OP +s1-d+sy-0,
—_ —_>
Ey T = OPy+t1-d+ty- b
Der Abstand der beiden Geraden kann dann als Abstand der beiden Ebenen bestimmt werden:
Txb
— a X
d = ﬁOoP1P2 mit 71)0 = T =
N —
|77
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Beispiel: Abstand zweier Geraden
Es ist der Abstand der Geraden g1 und g9 bestimmt werden.

1 1 —1 0
g : = [2|4+s- 4] wd go: T =2 |+s-[2
4 2 2 1

Zunéchst wird der Normalenvektor berechnet:

1 0 -8 N L (-8
Al x(2) = (1] =7 £T=>r" = —— (-1

2 1 9 ' V69 \ 9o

Die Geraden schneiden sich also oder sind windschief. In beiden Fillen ergibt sich ihr Abstand
zu

1 /-1 L8y /2
d — ?L)OO 2 — 2 —_ - —1 o) O —

1
4 9 V69 9 2 V69

2.2.4 Die Konstruktion von Spiegelpunkten

Sind ein Punkt P und eine Gerade/Ebene gegeben, so kann man den Punkt an der Gerade/Ebene spiegeln. Der
Spiegelpunkt Pg, der dadurch entsteht hat die folgenden Eigenschaften:

—
1. Der Vektor P Pg steht senkrecht auf der Gerade/Ebene.

2. Der Abstand d des Spiegelpunktes von der Gerade/Ebene ist gleich dem Abstand des Punktes von der
Gerade/Ebene.

Diese beiden Eigenschaften ermdglichen die folgende Konstruktionsvorschrift:
e Konstruktion der Geraden ¢ | , die senkrecht auf der Geraden/Ebene steht und durch den Punkt P geht.

e Bestimmung der Schnittpunktes &K (Knotenpunkt) von ¢ | mit der Geraden/Ebene.

— — —_—
e Bestimmung des Ortsvektors des Spiegelpunktes als OPg = OP —2- KP.

Die Spiegelung eines Punktes an einer Geraden

—>
Der Vektor K P ist gegeben durch die Normalpro-
—_—

jektion von PyP auf den Richtungsvektor @ der
Geraden:

KP = PByP— (POP o 30> . g0

Damit folgt der Ortsvektor des Spiegelpunktes:

J > OPSZO—P)—Q-ﬁ
T :5_]3—2-P0P+2-<P0P06’0>-

a»O

— OF; + PRy +2- (RPoq’) @
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Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

—
Z, Der Vektor K P ist gegeben durch:

KP = (POPO ﬁo> T

Sl

Damit folgt der Ortsvektor des Spiegelpunktes:

—

OPg = OP—2-KP

- 073’—2-<P0P0ﬁ0>.ﬁ0

Beispiel: Die Spiegelung einer Punktes an einer Geraden
Der Punkt P(1]1]5) soll an der Gerade

e (- ()

gespiegelt werden.

Zunichst muss die Senkrechte auf der Geraden durch P bestimmt werden.

oy o (-4 (- ()3
0()-0

Damit ergibt sich fiir die Lotgerade:

1 0
gl : ?: 1 +t- 1
) 2

Der Schnittpunkt von Gerade und Lotgerade ist dann:

() () - () )

ts\ ts\ ts\ ts\
0 010 1 2]-3 1 2 |-3 1 0] -1
1 2/-3 ~ 21|1 = 0 -5| 5 = 0 1]-1
9 —1]-1 0 0[O0 0 010 0 0[O0

Einsetzen ergibt den Knotenpunkt /& (1’0|3). Fiir den Spiegelpunkt erh&lt man:

OS = 0OP—-2-KP = |1]-2-({1] = [|—1
5) 2 1

31
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2.3 Aufgaben

Aufgabe 1
Gegeben sind die Geraden g1, g9 und die Ebene 7.

4 3 —1 1
g1 7 = |3 + 11 2 g9 T = 1 +it9 |2
0 —1 a 3
1 0 1
Ei 7 = [0 +s1| 1 |+s9| 1
3 — —

a) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene F] und den Spiegelpunkt des Punktes
A(43|0) beziiglich der Ebene Ff.

b) Alle Spiegelpunkte der Geraden g7 bilden eine Spiegelgerade g3.
Geben Sie eine Gleichung der Spiegelgeraden an.
Berechnen Sie den Schnittwinkel von g1 und g3.

c¢) Gesucht ist eine Gleichung der Ebene [9, in der die Geraden g1 und g3 liegen.
Berechnen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel der Ebenen /1 und FEso.

d) Gibt es einen Parameter a, so dass die Gerade go die Gerade g1 schneidet?

Aufgabe 2

Gegeben sind die Punkte A(1]2| — 3) und B(1| — 1|0) sowie die Ebene F mit der Gleichung
20 —y+2z = 3.

a) Welcher der Punkte A und B liegen in der Ebene F1{?

b) Berechnen Sie den Schnittpunkt L einer zu F| senkrechten Geraden g1 durch den Punkt A mit der Ebene
E1 (LotfuRpunkt L vom Punkt A auf die Ebene F) und den Flicheninhalt des Dreiecks ABL.

c¢) Geben Sie die Parameterform einer Ebene F9 an, in der das Dreieck ABL liegt.

Aufgabe 3
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(12;1;4), B(4;5; —4) und C'(0; —5; 4) gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C' ein Dreieck bilden.

b) Weisen Sie nach, dass C' in der Symmetrieebene der Punkte A und B liegt. welche Eigenschaft ergibt sich
daraus fiir das Dreieck ABC'?

c¢) Geben Sie eine Gleichung der Geraden ¢ an, auf der die Punkte C' und D(2|3|6) liegen.
Welche Beziehung haben die Richtung der Geraden g und die Richtung der Geraden AB zueinander?

d) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABDC.

Hinweis: Eine Symmetrieebene der Punkte A und B ist die Ebene, an der A gespiegelt werden muss, um B zu
erhalten.
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Aufgabe 4

Gegeben sind die Gerade g, die parallel zur y-Achse verlduft und durch den Punkt P(1;2;3) geht, sowie die
Ebene £/ : 12x — 9y — 42 = 36.

a) Berechnen Sie die Spurpunkte der Geraden.

b) Ermitteln Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der Geraden g und der Ebene F/.

d

)
c¢) Berechnen Sie die Punkte, in denen die Ebene FE von den Koordinatenachsen durchstofen wird.
) Welchen Abstand hat die Ebene vom Koordinatenursprung?

)

e) Die Gerade g und der Koordinatenursprung liegen in einer weiteren Ebene F/9. Berechnen Sie die Schnitt-
gerade der Ebenen F'| und Fo.

Aufgabe 5

Untersuchen Sie die Lage der Gerade ¢ zu der Ebene F. Bestimmen Sie, falls mdglich, den Schnittpunkt und
den Schnittwinkel.

-2 -5 6 1
Ei :7=t1]+s|[0 g: 7 = [2]|+ul2
0 1 2 3

Gesucht ist eine zu [/ parallele Ebene F9 im Abstand d = V30 von E7.

Aufgabe 6
Gegeben seien zwei Ebenen und eine Gerade im Raum:
Er: z242y—32z = -1 1 1
g: 7 = [|1]+t|-1
Ey : 20—y+2 = 2 a 1

a) Ermitteln Sie die Schnittgerade gg der beiden Ebenen.

b) Gibt es einen Wert @ € R, fiir den sich die gegebene Gerade g und die Schnittgerade gg schneiden?
Berechnen Sie in diesem Fall den Schnittpunkt und den Schnittwinkel.

Aufgabe 7
Gegeben sind eine Ebene [/1 und eine Schar von Geraden g .
1 1
Ei: 24+y =0 g.: 7 = |1]+t|c
1 1
Der Schnittpunkt A der Geraden gi(c = 1) mit der Geraden g_9(c = —2) sowie deren Schnittpunkte B

und C' mit der Ebene F/ bilden ein Dreieck.

a) Untersuchen Sie, ob das Dreieck gleichschenklig und rechtwinklig ist. Berechnen Sie den Flidcheninhalt des
Dreiecks.

b) Berechnen Sie den Abstand des Punktes A von der Ebene F sowie den Schnittwinkel der Ebene £ mit
der Ebene Fo, in der das Dreieck ABC' liegt.

¢) Der Lotfufpunkt des Lotes vom Punkt A aud die Ebene Fq sei D.
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCD.
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Kapitel 3

Folgen, Grenzwerte, Stetigkeit

3.1 Zahlenfolgen

3.1.1 Definition von Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (an> ist eine eindeutige Zuordnung der natiirlichen Zahlen n € N zu den reellen Zahlen
Qn € RZ

(ap) : a1,a9,...,an,...

Wir bezeichnen die gesamte Folge mit <an), a; ist das i-te Glied der Folge.

a4
aio
°

as
as

ai

3.1.2 Die Darstellung von Folgen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Folge darzustellen:

e Aufzihlung der Elemente
Die einfachste Moglichkeit, eine Folge zu beschreiben besteht darin, ihre Elemente aufzuzéhlen, z. B.:

(an) = 2,4,6,8,10,...
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Das Problem an dieser Darstellungsform ist, dass eine Folge nicht eindeutig definiert. Selbst das Erraten
der weiteren Folgenglieder ist nur in besonders einfachen Féllen moglich. Zum Beispiel ist fiir die Folge

(an) = 3,5,7...

selbst unter der Annahme, dass sich die Folge nach dem angegeben Muster fortsetzt unmdoglich zu beurtei-
len, ob es sich hier um die Folge der ungeraden Zahlen ab 3 oder um die Folge der ungeraden Primzahlen
handelt.

e Explizite Darstellung
Ein Folge kann als Funktion betrachtet werden, die die natiirlichen Zahlen auf die reellen Zahlen abbil-
det. Dann kann man die Folge durch Angabe der Funktionsgleichung darstellen. Die Folge aller geraden
natiirlichen Zahlen lautet zum Beispiel

(apy = 2-n ¥Yn € N.

e rekursive Darstellung
In vielen Fallen lésst sich eine Formel angeben, mit deren Hilfe sich aus den schon bekannten Folgegliedern
das néchste Folgeglied berechnen lasst. Hierbei ist ist unbedingt notig, iiber einen Startwert zu verfiigen.
Die Folge der geraden natiirlichen Zahlen lasst sich zum Beispiel schreiben als:

a1 = 2, apy1 = 24ap fir n € N

3.1.3 Die arithmetische Folge

Es soll die Summe der durch 7 teilbaren Zahlen zwischen 100 und 1000 berechnet werden. Zunichst kann diese
Folge durch Aufzdhlung der Folgenglieder beschrieben werden:

(an) = 105,112,119,...994

Einen klarere Darstellung ergibt sich in der rekursiven Form: a1 = 105;a,41 = ayn + 7. Die explizite
Darstellung dieser Folge lésst sich induktiv gewinnen:

an = T+ap1 =2-T+a, o =(n—-1)-T+a; = 105+ (n—1)-7

Nun kann man die Summe S L der ersten k Folgenglieder bilden, wobei aj, = 994 gelten soll

2:5, = 106 + 112 + ... + 987 + 994
+ 994  + 987 + ... + 112 + 105
= 1099 + 1099 + ... + 1099 + 1099
= k-1099
k k

Nun muss noch bestimmt werden, welche Nummer k das Folgeglied mit dem Wert 994 hat.

994 — 105
ap = 994 = 105+ (k=17 = k = ————+1 = 128

128
Damit folgt S;, = -5 994 = 63616.

Die im Beispiel berechnete Folge ist ein Beispiel einer arithmetischen Folge.
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~

(Die arithmetische Zahlenfolge
Ist die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder der Folge <@n> gleich einer beliebigen Konstanten
d € R, also

anp = ap—-1 +d7

so bezeichnet man (an> als arithmetische Zahlenfolge.
Die explizite Darstellung einer solchen Folge lautet

ap = a1+ (n—1)-d
Die Formel fiir die Summe S . der ersten k Folgeglieder lautet

k- (k—1)

-d
2

k
Sy = a1+ +ap = 5'(a1—|—ak) = k-a;+

3.1.4 Die geometrische Folge

Eine Stahlkugel wird aus einer Héhe von 2m auf eine Stahlplatte fallen gelassen. Nachdem sie auf der Stahlplatte
aufgeschlagen ist, steigt sie wieder nach oben, erreicht aber nur noch ein Drittel der urspriinglichen Héhe. Dieser
Vorgang wiederholt sich, wobei die Kugel nach jedem Schritt nur noch ein Drittel der vorherigen Hohe erreicht.
Es ist zu berechnen, welche Wegstrecke die Kugel bis zum vierten Aufschlagen auf der Stahlplatte erreicht hat.
Die Folge der erreichten Hoéhen lautet

2 2
(ap) = 2m, 3 g+
Die Folge lasst sich auch rekursiv darstellen
1
ap = 2m, apy1 = 3 " an

Die explizite Darstellung lautet dann

Nun kann man die Summe S L der ersten k Folgeglieder berechnen:

St = a] +

Wl Wl
)
—_
+
VR
Wl =
~_
o
=)
—

+
+
VR

| —
~
i
—
Q
(VN

1
3
2 1\"
g . SK = aj _ (5) -aq
Damit erhalten wir die Formel
- (3)
3
3

Speziell fiir n = 4 lautet das Ergebnis:

1 4
5 1—<3> 80
= a —_— P —_

4 1 1_% o7
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( 7
Die geometrische Zahlenfolge

Ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder der Folge <an) gleich einer beliebigen Konstan-
ten ¢ € R, also

ap = (- 0p—1,

so bezeichnet man (an> als geometrische Zahlenfolge.
Die explizite Darstellung einer solchen Folge lautet

ap = ap- qnil

Die Formel fiir die Summe S L, der ersten k Folgeglieder lautet

Beispiel: Zinsrechnung
Auf einem Bankkonto wird ein Betrag von 20000e eingezahlt. Die Bank gewihrt Zinsen in der
der Héhe von 5%. Nach wie vielen Jahren hat sich der angelegte Betrag verdoppelt?

Der nach n Jahren auf dem Bankkonto vorhandene Betrag wird mit @y 1 bezeichnet. Dann ist
der zu Beginn (,nach 0 Jahren") vorhandene Betrag a; = 20000e. Damit folgt:

apt+1 = an +0.05-ap = 1,05-an

Also handelt es sich um eine geometrische Folge mit ¢ = 1,05 und a; = 20000e. Das
Guthaben nach n Jahren ist somit

ap+1 = 20000e -1, 05"
Nun soll sich dieses Guthaben nach k Jahren verdoppelt haben, also

In2
4 -2 .1.05F k= ~ 14.2
0000¢ 0000e - 1,05" = 105 ,

Somit hat sich das Guthaben nach 15 Jahren verdoppelt.

Spezielle Folgen, Eigenschaften von Folgen

e Stationire Folge:

Eine Folge (an>, in der jedes Folgeglied den gleichen
Zahlenwert hat, heifst stationére Folge:

(an) = ¢, ¢ € R.

e Alternierende Folge:



3.1. ZAHLENFOLGEN

e Monotonie:

2 4 6 8101214161820 "

-1 ®cees
-2 ®0c0c0c00000000e
-3 (bn)

e Beschranktheit:

3.1.5 Grenzwerte von Zahlenfolgen

Konvergente Folgen

39

Eine Folge (an>, bei der jedes Folgeglied eine anderes
Vorzeichen hat als sein Vorgénger, heifst alternierend:

apap+1 < 0Vn € N.

Eine Folge (@) heit (streng) monoton steigend genau
dann, wenn

an < apyt(an < apgr).

Eine Folge (bn> heiftt (streng) monoton fallend genau
dann, wenn

ap > ap41(an > apy1).

Eine Folge <6Ln> heifst nach oben beschrankt genau dann,
wenn

de e R:Vn e N :a, < c

Eine Folge (an> heifft nach unten beschrinkt genau
dann, wenn

dee R:Vn € N:a, < d

Bestimmte Zahlenfolgen (an> kommen ‘im Unendlichen’ einem bestimmten Zahlenwert @ € R beliebig nahe:
Wenn wir 1 grofs genug wahlen, wird er Abstand der Folgeglieder ay, von a beliebig klein.
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Wir betrachten (ay) mit ap, = 1/n:

A
1.0 1o
Der Graph lasst uns vermuten, dass diese Folge der Zahl

08 & 0 beliebig nahe kommt: a = 0.

' Wir wéhlen willkiirlich eine kleine Zahl, z. B.: € =
06 L 1075,

’ Der Abstand des Folgengliedes a;, = 1 / n zu O ist:

® ’an - O’ - 1/n
0.4 + Damit dieser Abstand kleiner als € ist, muss gelten:
.. I/n < e=mn>1/e = 10°
0.2 1 L <an> Also ist fiir alle Zahlen n. > 106 der Abstand von ap,
..°Oo....... zu 0 Kleiner als 1070 lap, —a| < e

T T T T Lo®

[ ]
4 8 12 16 207

Wir kénnen dieses Beispiel verallgemeinern und erhalten die folgende Definition:

Grenzwert einer Zahlenfolge:
Eine Folge <an) hat den Grenzwert a € R genau dann, wenn gilt:

Ve >0 : dng(e) : n > ngle) = |lap—al < €

Man sagt in diesem Fall, die Folge <an> konvergiert gegen den Grenzwert @ und schreibt

lim an, = a bzw. a5, — a
n—oo

Eine spezielle konvergente Folge ist die Nullfolge. Eine Folge (an> ist eine Nullfolge genau dann, wenn gilt:

lim a, = 0
n—o0

Bemerkung;:
Man kann den Begriff der Konvergenz auch wie folgt formulieren:

e ¢-Umgebung: Eine € -Umgebung Ue(a) von @ € R ist diem Mengen aller Punkte deren Abstand von
a kleiner als € ist:

Ue(a) = [a—e€,a+ €
e Alternative Formulierung des Konvergenzbegriffs:

a

Ue(a)

Eine Folge <an) konvergiert gegen den Grenzwert @ genau dann, wenn in einer beliebigen €-Umgebung
Ue (a) von @ alle bis auf endlich viele Folgeglieder liegen (d. h. alle Folgeglieder einem bestimmten Folgeglied

ano(e)):

Ve > 0 : dng(e) : n > ngle) = ap € Uela)
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Divergente Folgen

Folgen, die nicht konvergent sind, heifen divergent.

Wir vergleichen die beiden divergenten Folgen a,, = \/ﬁ und b, = sm(n)

A
5 .
Das Verhalten der Folge )an) ist gut vorherzusagen: Mit
A steigendem 1 werden die Folgenglieder beliebig grof.
(an) Wir wihlen willkiirlich grofe Zahl, z. B.: { = 106,
3 .
Die Folgeglieder sind grofer als K, wenn gilt: \/ﬁ >
Nl K = n > K? = 10'2
{bn) Also gilt fiir alle Zahlen n > 1012: an : an > K.
1+ °® . . °
[ ] [ ]
[ ] [ ]
0 o ) ) ) o Die Folge <bn> hat dagegen kein solch vorhersagbares
21 ° é . 1;2 1% 2T0 n Verhalten fiir grofse Werte von n.
[} [ ]
-1+ L] ° °

Bestimmte Divergenz:
Eine Folge (an> heifst bestimmt divergent gegen 0O bzw. —00 genau dann, wenn gilt:

VK > 0: dng(K): n>n(K)=a, > K
bzw.

VK > 0: dng(K): n>n(K) = a, < —-K
Wir schreiben in diesem Fall

lim a, = 00 bzw. lim ap, = —
n— 00 n—oo

oder kiirzer
ap — 00 bzw. ap — —OQ.

Falls eine Folge (an> weder konvergent noch bestimmt divergent ist, heiftt sie unbestimmt divergent.

3.1.6 Zentrale Aussagen iiber die Konvergenz von Folgen

In einigen Situation ist es schwierig, Folgen auf ihre Konvergenz zu iiberpriifen, weil man ihren Grenzwert nicht
kennt. In diesem Fall sind die folgenden Aussagen hilfreich:

e Jede konvergente Folge ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt.

e Ist eine Folge monoton steigend und nach oben beschrinkt, so ist sie konvergent. Der Grenzwert ist die
kleinste obere Schranke der Folge.

e Ist eine Folge monoton fallend und nach unten beschrankt, so ist sie konvergent. Der Grenzwert ist die
grofste untere Schranke der Folge.
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e Cauchy-Folgen:
Sei (an> eine Folge. (an> heiftt Cauchy-Folge genau dann, wenn gilt:

Ve > 0 : dng(e) n,m > ng(€e) = |ap —am| < €

0. Weitere bekannte Folgen sind:

Es wurde bereits bewiesen, dass gilt: lim 1/n
n—00

KAPITEL 3. FOLGEN, GRENZWERTE, STETIGKEIT

p
Konvergente Folgen

limi:O,kJEN

n—oo nk

e [0;1)
= = 1
1

>

lim ¢"
n—oo

8}—‘0
QR R

0, a > 1Nk € X

3.1.7 Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Zahlenfolgen
Konvergente Folgen
Wir betrachten zwei konvergente Zahlenfolgen:
(ap) mit lim ap = aund (by) mit lim b, = b.
n—00 n—00
Wir konnen aus diesen Folgen eine neue Folge konstruieren:

Es stellt sich die Frage nach der Konvergenz dieser neuen Folge. Wenn @y, dem Wert a und b,, dem Wert b

beliebig nahe kommt, liegt die Vermutung nahe, dass gilt: lgm cn = a+b.
n—00
In der Tat: Sei € > 0 beliebig.
len = (a+b)[ = [(an —a) + (bn = b)[ < |an —a| +[bn — b]

Weil (ay,) und (by,) konvergieren, gibt es Zahlen ng, n1 mit:

lan, —a| <

lbp, — b <

[N e N NG e

Vn>n0

Vn > nq



3.1. ZAHLENFOLGEN 43

Wiéhlen wir nun n9 = max (no, nl) so folgt:
len —(a+b)] < € Vn > ng

Damit haben wir bewiesen: lim ¢, = a +b.
n—00

In &hnlicher Weise kénnen weitere Folgen betrachtet werden. Wir erhalten den folgenden Satz:

( N
Rechenregeln fiir Grenzwerte

Es seien konvergente Folgen (ay) mit lim ap, = aund (by) mit lim b, = b gegeben. Dann
n—00 n—00
gilt sind die Folgen mit den angegebenen Grenzwerten konvergent:
e lim (ap+by) = atbd
n—00
e lim (apoby) = aob
n—00
. a a
e lim (_n) = —falls b # 0
n—oo \ by, b

e lim (a%”) = abfﬁran > 0Aa > 0
n—oo

. nli_}rréolog(an) = log (a) fira, > 0Aa > 0

Bestimmte und unbestimmte Ausdriicke

Auch wenn Folgen bestimmt divergent sind, lassen sich Aussagen iiber aus ihnen zusammengesetzte Folgen
machen:

Diese werden analog zu den Aussagen fiir konvergente Folgen bewiesen.

Sind (an> und <bn> zwei konvergente bzw. bestimmt divergente Folgen, so gelten die Folgenden Beziehungen:

an — 00Ab, - 0 = apn+b, - © an — aANb, - 0o = an+b, —
o a >0
an — 0OAb, - 0 = apob, — 0 an — alANb, — 00 = apob, —
—o0 a >0
Qan Qn
an — alANb, — :>b——>0 an — alAb, — 0 éb——>oo, b, > 0,a >0
n n
an Qn
an — oAb, — 0 :>b——>oo an — OAb, — :>b——>oo
n n
Qan Qn
an — oAb, — 0 :>b——>oo an — 00Ab, — 0 :>b——>0
n n
0 0<axl1
an—>oo/\bn—>oo:>afl”—>oo an — aANb, — oo éaﬁ"% 1 a =1
o) a > 1
1
. 0 a <0 » oo 0<ac<
an — alANb, — = b — an — 0OAb, > 00 = a," — 1 a =1
oo a >0
0 a > 1
an 0 a>0 an
an — aNb, — 0 = b — o a <0 an — 00Ab, — 0 = b — 0, b, >0
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3.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

»
!

Xz

as aqs @

Angenommen, wir wollen das Verhalten einer Funktion in der Néhe einer Stelle @ untersuchen. Dazu kénnen

wir eine Folge
(ap) mit lim ap = a und a, # aVn € N
n—oo

wihlen. Wenn wir diese Folge in die Funktion f einsetzen, erhalten wir eine neue Folge <f (an)) mit

f(a1>7f(a2)7f<a3)7"'7f(an)

Diese Folge gibt die Funktionswerte von F' in immer kleinerem Abstand zu a an. Es stellen sich folgende

Fragen:
1. Konvergiert die neue Folge <f (an)> ?

2. Wenn wir eine andere Folge
(bp) mit lim b, = a und b, # a¥n € N
n—00

wahlen, erhalten wir eine neue Folge (f (bn)> Verhalt sich diese wie (f (an))?

3. Falls f(a) definiert ist: Gilt

0
lim an) = fla) = ( lim a ) ?
dim fan) £ fa) = f( Jim an
3.2.1 Grenzwerte von Funktionen
Zunidchst zu den ersten beiden Fragen: Wir betrachten die beiden Funktionen f(:E) = 22 und g(:E) =
= 0. Dazu setzen wir verschiedene Nullfolgen ein.

sin (1/x) in der Nihe des Punktes
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/()

8
[\}
=.
=
VRS
SN
~_

1 1 1 2
a — —_— —_— [
" n n-mw % + 27n n-m
1
f (an) — 0 1 1,0,—-1,0,1,—1,...
n
Grenzwert 0 0 1 unbestimmt divergent

Folgerungen:

e Ist eine Folge <an) mit ap — a gegeben, so ist <f (an)> nicht automatisch konvergent.

e Fiir verschiedene Folgen <an) mit gleichem Grenzwert a;,; — @ kann <f (an)) unterschiedliches Verhal-
ten zeigen.

Falls aber fiir alle Folgen <an> mit ap — a die Funktionswerte f (an) gegen den gleichen Grenzwert
konvergieren, charakterisiert dieses Verhalten die Funktion f selbst und wir erhalten:

rGrenzwert einer reellen Funktion )
Sind eine Funktion f(z) und ein Punkt £y € R geben, so hat f in x( den Grenzwert g genau

dann, wenn gilt:

e Es gibt eine Umgebung Uy () von x(), so dass f auf Df D (Us (zg) \ {zp}) definiert ist

e Fiir jede Folge <:I:n> mit rp € Df \ {xo} und xligcln = xp gilt:

lim f(zn) = g.

n—oo

In diesem Fall schreiben wir:

lim f(z) = g.

x—)xo

Dabei diirfen sowohl x(y als auch g die uneigentlichen Grenzwerte =00 sein.
S

Der Begriff des Grenzwertes lasst sich erweitern: In der nachfolgenden Skizze erkennt man, dass sowohl die
Folgen <f (an)> als auch die Folge <f (bn)> konvergieren, allerdings gegen unterschiedliche Grenzwerte.

Fiir die Frage, gegen welchen der beiden Grenzwerte eine beliebige Folge <f (In)> mit T, — X konver-
giert, ist es relevant, ob die Folge <«77n> sich dem Punkt 2 von rechts oder von links néhert.
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an bn
Links- und rechtsseitiger Grenzwert

Eine Funktion f mit Definitionsbereich D f hat in einem Punkt () den linksseitigen (rechtsseitigen) Grenz-
wert ¢ genau dann, wenn gilt:

.30 > 0: (zg—dz0) C Dp(3 > 0: (x0,20+9) C Dy)
2. Fiir alle Folgen <l‘n> mit xyp, — Xg, Tp € Df und T, < Zg gilt: lle f (xn) = g¢. (Fir alle
n—00

Folgen (Tp) mit xp, — xg, Tp, € Df und T, > xg gilt: im f (z) = ¢.)
n—00

In diesem Fall schreiben wir:

lm f (o) = g ( i f(on) = g)

z—x—0 x—x+0

Aquivalente Definition des Grenzwertes

Y,

Eine Funktion f mit Definitionsbereich D f
hat in einem Punkt (g den Grenzwert g ge-
nau dann, wenn gilt:

Ye >0 : 36 > 0 :

[ (wg) + ¢

L Us (zo) \ {zo} C Dy

f(zo) —€ 2. 2 € Us(wo) \{zo} = [f(x) —g] < ¢
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s N
Rechenregeln fiir Grenzwerte

Es seien ein Punkt x( und Funktionen f1 und fo mit lim f; (QJ) = grund lim fo (QJ) = g2
T—I() T—I()
gegeben. Dann gelten:
e lim (a- fi(x)) = aocgy Va € R

CL‘—)CL’O

o lim (fi(z) £ f2(2)) = g1+ 92
X fL'O

o lim (fi(z)- fa(x)) = gr1o90

:E—)xo

e lim (fl(x)) = g—l,fallsgg # 0
92

a—aq \ fa(x)

e lim <f1(x)f2(x)> = g?%falls

x—)xo

g1 > 0

3.2.2 Der Begriff der Stetigkeit

Wir kénnen uns nun der letzten verbleibenden Frage widmen:
(
Stetigkeit

e Eine Funktion f ist stetig in einem Punkt () genau dann, wenn gilt

lim f(z) = f (x0)

l‘%xo

e Eine Funktion f heift linksseitig (rechtsseitig) stetig genau dann, wenn gilt

lim f(x) = f (z0)

x—x=x0

e Eine Funktion f mit Definitionsbereich (a; b) heifit stetig genau dann, wenn f stetig ist fiir
jedes x € (a; b).

e Eine Funktion f mit Definitionsbereich [a; b] heiRt stetig genau dann, wenn [ stetig ist fiir
jedes * € (a; b), rechtsseitig stetig fiir ¥+ = @ und linksseitig stetig fiir x = b.

S J

Aus den entsprechenden Aussagen {iber Grenzwerte ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften fiir
stetige Funktionen: Es seien ein Punkt z( und in x( stetige Funktionen f{ und fo gegeben. Dann sind auch
die folgenden Funktionen stetig in x(:

e a-fi(z) VYa € R

o fi(z) £ fa(z)

, Jil@)

f2 7 falls fo (zg) # 0
) f ( )

1 i
w) Jalls  f1(zg) > 0

(
o fi(

e Ist eine weitere Funktion fo im Punkt f{ (:E()) stetig, so ist auch fo (fl (:13)) im Punkt x( stetig.
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Eigenschaften stetiger Funktionen

s N
Zwischenwertsatz

Es sei eine stetige Funktion f gegeben, die auf dem Intervall D f = [a; b] definiert ist. Die Funktion
f nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an:

VA € [f(a); f(O)] (bzw.[f(b); f(a)]) = Fe € a;0] = fle) = A

Insbesondere folgt daraus:

fla)-f(b) < 0 = Fc € [a;0] : f(c) =0

Der Wertebereich Wf = f ([a; b]) einer stetigen Funktion f ist wieder ein Intervall der Form [A; B] mit
A, B € R. Es gelten die folgenden Aussagen:

e Die Funktion f nimmt auf dem Intervall [a; b] einen Maximal- und einen Minimalwert an:

Swr,an € [l 0 Vo € [ab] 1 flo) < f(r) < f(ra)

e Ist die Funktion f streng monoton steigend (fallend), so ist der Wertebereich Wf das Intervall [f(a), f(b)]
([f(b); f(a)]) und es existiert eine stetige Umkehrfunktion f_l.

Wichtige stetige Funktionen
1. Die Stetigkeit algebraischer Funktionen: Die Funktion f(x) = x ist offensichtlich stetig. Daraus
lasst sich mit den bekannten Regeln fiir stetige Funktionen schliefsen:
Alle Potenzfunktionen f(:L’) = :L’n,n € N sind stetig.
Alle Polynome f(x) = apxr" 4+ -+ ap,n € N sind stetig.

e Alle gebrochen-rationalen Funktionen sind stetig dort stetig, wo sie definiert sind.

e Alle Wurzelfunktionen f(x) = xl/n’ n € N sind stetig fir z > 0.

2. e” ist stetig: Wir verwenden die dquivalente Definition der Stetigkeit.

Ve > 0: 30 >0 : 1. Us(rg) C Dy

2. x € Us(zo) = |f(z)— f(xo)| < €

Sei also € > 0 gegeben. Wir kénnen € < 1 annehmen. Zu bestimmen ist 0 mit den Eigenschaften 1.
und 2.

(a) Weil D,z = R ist, ist die erste Forderung fiir jedes d erfiillt.

1
(b) Setze nun 0 = min (ln (I1+¢€),In 1 ) Es folgt:
— €

r—z0 < lr—2p] <6 < In(l+e) = 770 <1+e 70 -1<

1 _ 1
ro—x < lx—x09] <6 < In = 077 <

&S 1—e7P < €
- 1—c¢ 1—¢

= |ex_x0 — 1| < €
und damit

e — ™0 = €0 "0 — 1| < e
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Dies beweist, dass €” stetig ist. Damit ist auch In (I) als Umkehrfunktion von e stetig. Aukerdem folgt

daraus auch die Stetigkeit aller Funktionen der Form f(:L‘) = a”,a > 0sowie f(x) = log, (x), a >
0,a # 1 in ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

3. sinx ist stetig: Wir verfahren wie zuvor:

a) Weil Dg; = IR ist, ist die erste Forderung fiir jedes 0 erfiillt.
sinx g J
(b) Setze nun 0 = €. Dann folgt:

sin () — sin (z0)| 1 r+zp\ . [T—x0
in () — sin = - in
sin (x) — sin (xq 5 |cos 5 s 5
1 T+ x0 . [T —x
= —|cos sin
2 2 2
gl sin i
2 2

< |z —=zo] < e

Damit ist bewiesen, dass sin(;v) stetig ist. Daraus folgt auch die Stetigkeit aller anderen Trigonometrischen
Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen in ihren jeweiligen Definitionsbereichen.
Klassifikation von Unstetigkeitsstellen
e Unstetigkeit 1.Art:

— Hebbare Unstetigkeit / Liicke: lim f(x) = g A g # f(xg)
x—)xo

R WU LR

e Unstetigkeit 2.Art

— Unendlichkeitsstelle: ~ lim f(x) = +o0 V lim f(x) = +o0
x—xp+0 x—x(—0

— lim  f(x)oder lim f(x) existieren nicht (unbestimmte Divergenz bei x()
x—x+0 x—x—0

3.3 Aufgaben
Aufgabe 1

Untersuchen Sie folgende Zahlenfolgen auf Monotonie. Beweisen Sie.

@ () ) () ()

Aufgabe 2

Gegeben sind die Folgen <an>.
Ab welchem Index ng gilt |ap| < € mite = 107 odere = 10732

2 () (i) ) ()
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Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass die angegebenen Folgen Nullfolgen sind.
) vn+1 b) 2 ) n 1
a) ( —— — ¢ - =
n+1 (—2)" 3n+4 3
Aufgabe 4
Beweisen Sie, dass die Folgen (an> nicht gegen den angegebenen Wert a konvergieren. Wahlen Sie dazu € = 5

und zeigen Sie, dass es ein ng € N gibt, so dass ap, ¢ Ue (a) fiir alle n > ng gilt.

3 B (=" B 3n B
a)<n+3>,a—1 b)<1— - >,a—0 c)<n+1>,a—2

Aufgabe 5

Gegeben sind die Folgen (ay, ). Ab welchem Index ng gilt a;, > K mit K = 10 oder K = 1032

21
a) (2" + 1) b) <n3—7> o) <7;+1>

Aufgabe 6

Welche der angegebenen Folgen (an> sind bestimmt, welche unbestimmt divergent? Falls eine Folge bestimmt
konvergent ist, beweisen Sie dies.

Y <1 ;nn2> b) <(1+(—1)”) (2+ %)> ) <Sin%>

Aufgabe 7

Gegeben ist die konvergente Folge <an) Bestimmen Sie den Grenzwert a von <an) und geben Sie ein Ny (6)
an, so dass |ap —a| < e€gilt firn > ng(€).

2 () 2 (et ((5) )

d) <(1+(—1)”)%> ¢) <7:;—\_/ﬁ2> f) <1— x”/ﬁ>




3.3. AUFGABEN 51

Aufgabe 8

Berechnen Sie den Grenzwert der angegebenen Zahlenfolgen, falls er existiert.

3 2
2(n — 3 — Vn2 —n? 1
2 lim 2=V by lim o lim (14—
n—0o 3ny/n+ 1 Nn—00 n2 49 n—00 ™
14+ 7n\" 1\" 24+ (=)™
d) lim ( i n) e) lim (_n + ) f) lim + (=D +n
n—00 ™ n—00 2—n n—00 1—-2n
2 3 3
g) lim —sin— h) lim 2nsin — i) lim < 92 — 4n — 3n>
n—oo n n n—00 n n—00
2 3 2 3 10
j) lim —cot — k) lim (sin — — ncos —) ) lim —(1+1gn)
n—o0 n n n—00 n n n—oo n
Aufgabe 9
Bestimmen Sie folgende Grenzwerte.
_ 922 — 4 _ r—1 ) a3 a2 —da—4
a) lim b) lim ——m— c) lim_ — 3 5
x_}_% 3r+2 x—>—13(\?7§_1> z——2 2% — 223 — 322 +8x — 4
9(x—3 11— 2—1x—+/2
d) lim M e) lim Ve f) lim VZ-o - V2t
z—3 x4 — 81 z—1 22 —1 z—0 T

Va2 +4-2 . sin?2z . (r=1)(z+2)
ey S— lim

g) lim

=03 /2219 z—0 21 z——1(x+1)(z—2)
. sinxcosx ) T ) —2
j) lim — k) lim ) lim i
z—0 3x z—0 tan 5x T—+00 o 1oz
Aufgabe 10

Fiir welche Werte von & haben die folgenden Funktionen Unstetigkeitsstellen? Bestimmen Sie den linksseitigen
und den rechtsseitigen Grenzwert der Funktionen an diesen Stellen und die Art der Unstetigkeit.

Nutzen Sie einerseits die Nullfolge x = —,nn — 00, fiir den Fall x — 0 und andererseits die Substitu-

n
tiomz = a+h,h — 0, firdenFallz — a.

22 4+ 2z + 1 2—x -z
a)y—f(ﬂﬁ)—m b)y—f(x)—2_|$| C)y—f(x)—|x_1|
B B T+ 2 B 2 B B ﬁg
d)y—f(:v)——z_m e)y—f(x)—2+2% Ny = flz) =2
x 1—1—2% 1
gy = fl@) = —— Wy =fl)= i )y = flz) = 2wer=2
1+eatl L —2%

X

sin x
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Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Der Begriff der Differenzierbarkeit

Angenommen, eine Funktion f(:l?) sei gegeben. Wir méchten wissen, wie steil die Funktion im Punkt x( ist. In
einer Naherung wahlen wir einen zweiten Punkt  und verbinden die beiden Punkte (:Eo, f (:L‘())) und (w, f (:L‘))
Damit erhalten wir eine Gerade

s(x) = ms(x —z0) + f(20),

die an eine #hnliche Steigung hat wie f an der Stelle x( (Sekante).
Ya

.

0 T
Die Steigung der Sekante ist gegeben durch den Differenzenquotienten:
Ay f(@) = [f(=zo) _ flzo+h)— f(zo)

ms = tan = — = =
s ¢s Ax x — x h

Diese Steigung ist aber nur eine sehr grobe Niherung fiir die Steigung von f in (. Je nither wir den Punkt
Z an x() heranriicken lassen, desto besser wird die Naherung:

93
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/ X0 xs x9 Al %’L‘

Wir kénnen also eine Folge <xn) von Z-Werten mit 5, — () betrachten. Je néher diese Folge dem Wert
Z( kommt, desto mehr n&hern sich die Sekanten einer Geraden

t(x) = my (x—20) + f (0)

an, die die gleiche Steigung wie f in x( hat, der Tangenten. Damit dieser Prozess wohldefiniert ist, muss die
Folge der Differenzenquotienten unabhéngig von der Wahl der Folge <In> sein.

[

Ist eine Funktion f an der Stelle z( differenzierbar, dann ist f an dieser Stelle auch stetig.

e

-

Differenzierbarkeit
Wir bezeichnen eine Funktion f als differenzierbar in einem Punkt x(), falls f in einer Umgebung
U(zq) von x( definiert ist und der Differentialquotient

. Ay . flxo+ Ax) — f(20)
it an ¢t A;:rgo Az A:lclgo Ax

existiert.
Ist f differenzierbar in x(), so bezeichnen wir den Wert des Differentialkoeffizienten als die Ableitung

der Funktion f(x) an der Stelle x(:

, d d
ra=(g) =4
./L':./,CO

Ist f firallex € D f differenzierbar, so bezeichnen wir f als differenzierbar.

— i L @0+ AT) — f o)
C A0 Ax .

"E:‘TO

~

Beispiel: Wir wollen die Ableitung der Funktion f(z) = 22 + 3 an der Stelle £( berechnen.
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fla) = lim LW0FAD =) (w0 + Az)? +3 — (23 + 3)

Ax—0 Az Az—0 Ax

) x%+2Axx0+Aa:2 —x% )
= lim = lim
Az—0 Ax Az—0 Az

Az

2x0 + Azr = 2xy.

Die Ableitung f/ (:L‘) an einer beliebigen Stelle & ist wieder eine Funktion. Falls wir diese nochmals differen-
zieren konnen, sprechen wir von der zweiten Ableitung:

/ d2 d !/
f(xo) = (d—mj;) = %
T=x()

Falls wir diesen Prozess fortsetzen kénnen, erhalten wir die n-te Ableitung:

. " df(n—1)
e = (5) =1
T=1x()

:C::CO

dx™

4.2 Ableitungsregeln

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgen wichtige Regeln fiir die Ableitung von Funktionen: Es seien f(x)
und g(SL') zwel in () differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

e Ableitung einer Summe/Differenz: Es sei h(m) = f(:l:) + g(.’E) Dann folgt:

h(xg + Azx) — h(z)

W (o) = Alalcrgo Ax
xg+ Ax) — f(x xog+ Ax) —g(x , ,
B (B (S BTCRE U EIES) R

e Ableitung eines Produktes: Es sei h(x) = f(x)g(z). Dann folgt:

. h(zo+ Az) — h(zg)
n' = 1
(o) = Jim_ Ac

i, (2ot Ao+ &) - (e el lp o+ ) g )
Az—0 Az

f (rg + Azx) — f (x0)
Az

+ f (7o)

Az

- Alflcgo (g (zg + Az) g(zo+Az)—yg (330))

= g(x0) f' (o) + f (z0) ¢’ (0)

Insbesondere folgt daraus:

dlaf) = af’ (z9)

dx T=1x()
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e Ableitung des Inversen: Es sei f (:Eo) # 0. Dann folgt:
1 1

N\ gt~ Tl
(;) (o) = Jlim =A%
m ( 1 f(560+Al’)—f($o))
Az—0 \ f (zg + Ax) f(z0) Az
_ ['(zo)
£ (w0)?

e Ableitung eines Quotienten: Es sei ¢ (:E()) # 0 und h(x) = % Dann folgt:

(2) o = (1) o

_ (o) (20) g (x0)
g (z0) 92 (x0)
_ f"(=0) g (w0) — [ (0) g (20)
92 (x0)

e Ableitung einer verketteten Funktion: Es sei m(z) eine im Punkt f (x() differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir die Funktion h(a:) =m (f(x))

h(xg + Az) — h(xq)

W (w0) = Alalcrgo Ax
_ iy U (o + Ax)) —m (f (x0))
Az—0 Ax
— lim (m(f (wo + Az)) —m (f (z0)) [ (2o + Az) — f($0)>
Az—0 f(xo+ Azx) — f(z0) Az
= m' (f (w0)) f' (x0)

Dabei wurde verwendet, dass f ($0 + A:B) —f (xo) aufgrund der Stetigkeit von f eine Nullfolge ist.
e Ableitung der Umkehrfunktion: Es sei f (x) eine invertierbare und differenzierbare Funktion. Dann

gilt fiir die Funktion fiir die Umkehrfunktion f_1 an der Stelle yg = f (z0):

-1 Aw) — 1
(f_l) (o) ZAlgi/Igof (yo + Ay; 7 (wo)

lim FH(f (o) + Ay) — £ (x0)
Ay—=0 f (f71(f (z0) + Ay)) — f (z0)

Bedenkt man nun, dass wegen der Stetigkeit von f_l an der Stelle yq gilt:
: -1 -1
lim f7%(f (z0) + Ay) = f~7 (f(20)) = 20
Ay—0

so folgt
T — X 1 1

-1 = lim = = .
(1) ) = Jim s = T w0)




4.3. DIE ABLEITUNG EINIGER WICHTIGER FUNKTIONEN

4.3 Die Ableitung einiger wichtiger Funktionen

4.3.1 Die Ableitung von algebraischen Funktionen

° (xn)/ = no In_l, n € N |Der Beweis er folgt durch vollstindige Induktion:

Induktionsanfang: Es sei n = 1. Wir betrachten also f(x) = x.

. T+ Ar—u 0
nz) = lim ———~ =1 = 1.2"
( ) Az—0 Ax

Induktionsschritt: Die Bezichung gelte fiir n — 1, d.h.

(xn_1>l = (n—1) -2"2

Dann folgt:

() = ()

/
= (:ca:”

/ /
_ <xxn_1> ~xn_1—|—:)3- (xn—l)

=" T+ (n=-1)-2"1 = n.2" L

. (x_n)/ = (-n)-27 "1 neN

Der Beweis erfolgt durch die iiblichen Ableitungsregeln:
o1 1Y/ na~1 e
"= = (= :——:(—n)-xnl.
n n r2n

. (xl/">/ = l-xl/n_l, n € 7Z
n

Wir nutzen die Beziehung fiir die Ableitung der Umkehrfunktion:

1 _ 1 _ 1 ma

S T R e

! m
. (xm/n> = g/l e 7
n

Wir nutzen die Beziehung fiir die Ableitung einer verketteten Funktion:

<xm/n>/ _ <(xm)1/n>/ _ %o (:Em)l/n—l omozrm 1 — %oqjm/n—l

4.3.2 Die Ableitung von transzendenten Funktionen

e (In x)/ =

T
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Der Beweis erfolgt direkt tiber den Differentialquotienten:

Az
/ . In(z+Az)—Inz .o <1+T>
(Inz)" = lim = lim ——=
Az—0 Az Az—0 Az
1/Az
Az 1
= lim In(1+— :ln<el/x> = —.
Ax—0 x x
Daraus ergibt sich:
T\ _ x
] (6 ) = €
Wir verwenden die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion:
1 1
(Gx)/ = = I = €I.

(ny)'(y = e*) %

/
. (a:t> = t-a:t_l,t € Rz € Ry

Im Bereich x > 0 gilt:
/ / t B
(l’t> _ (etlnm> _ __etlnm — .t L
X

e Die hyperbolischen Funktionen sind durch die Beziehungen
1 1

coshz = 5 (" +e™") = cos(ix) sinhz = é(ex—e_x) = —isin (ix)
inh h

tanhz = oo’ cothr = o1
cosh x sinh x

definiert. Die Umkehrfunktionen dieser Funktionen werden als arccosh z, arcsinh x, arctanh x und
arccoth x bezeichnet. Wichtige Beziehungen zwischen diesen sind

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

h2 z — sinh? 1

l—tanhQ(x) _ cosh®x 2sm T .
cosh” x cosh” x

inh? 2 — cosh? 1

1—coth2(aj) _ sin x 2cos r —
sinh” x sinh” x

Damit ergeben sich die Ableitungsregeln

(cosh())’ = (% (et +e—w)>' _

(ex — e_x) = sinhz

N | —

1 S|
(sinh(z)) = <§ (e" — e_w)> =3 (" +e ") = coshz
sinhz\’ cosh? x — sinh? 1
tanh(z)) = = = — 1 —tanh?z
( () <COSh x > cosh? z cosh? z
coshz’ sinh? z — cosh? 1
coth(z)) = = = — — 1 —coth?z
( () < sinh x > sinh? z sinh? z
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Die Ableitungen der Umkehrfunktionen ergeben sich zu

1 1

arccosh(z)) = = _
( @) (cosh(y))’(y = arccosh z) sinh (arccosh )
_ 1 1
cosh? (arccoshz) — 1 2 1
1 1
arcsinh(z)) = - .
( (=) (sinh(y))/(y — arcsinh ) cosh (arcsinh )
_ 1 1
sinh? (arcsinh z) + 1 V1 + 22
1 1
(arctanh(z)) = ; = 5
(tanh(y)) (y = arctanhzx) 1 — tanh” (arctan x)
- 1
11—
1
(arccoth(z)) = )
(coth(y))' (y = arccothz)
_ 1 1
1 — coth? (arccot z) 1 — 22

4.3.3 Die Ableitung trigonometrischer Funktionen

° (Sin :13)/ = cosx |Der Differentialquotient lautet:
.y sin (x + Az) —sinx
= 1
el = T A
. (sin(z) cos(Az) + cos(z) sin(Az)) — sin(z)
= lim
Az—0 Ax
. sin(x) (cos(Ax) — 1) + cos(x) sin(Ax)
= lim
Az—0 Az
— i (sm(a:) (cos(Az) — 1)) + lim (cos(:v) sm(Ax))
Az—0 Az Az—0 Az
, , cos(Az) — 1 , sin(Axz)
= | _— 1
sinte) dim, () +eote) i (S5

= sin(z) -0+ cos(x) -1 = cos(z).
Damit folgt

o | (cosz) = —sinz

Aus cosz = sin(7/2 —2) und sinz = cos (71/2 — z) folgt:

(cosz) = (sin(n/2 —z)) = —cos(n/2 —x) = —sinx
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1
cos? x

o | (tanz) =

Mit der Quotientenregel folgt

/ sinz )’ cos? x + sin® x 1
(tanz) = = 5 = 5
cos T cos x cos“ x
1
o | (cotz) = 3
cot* x
Mit der Quotientenregel folgt
/ cosx\/ —sin?z — cos? z 1
(cotx)z(_ >: —5 = ——.
sin z sin“ x sin“ x
1 1

e | (arcsinz)’ = , (arccosz) = —

V1 — 22 V1 — 22

Mit der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen folgt

Y. 1 1
(arcsinz) = - — :
( sin y) (y = arcsinz) cos (arcsin x)

1 1
— .
\/1 — sin? (arcsin z) V1-—uz

Der Beweis der zweiten Beziehung erfolgt analog.

o | (arctanz)’ = , (arccotz) = —

1— 22 1— 22

Mit der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen und der Beziehung 1/ cos®z = 1 + tan® z folgt

1 1
(arctanx)’ = = T

7
(tan y) (y = arctanz) o2 (arctan )

1 1

1+ tan? (arctanz) 1+ 22

Der Beweis der zweiten Beziehung erfolgt analog.
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4.4 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

4.4.1 Das Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen

Es sei I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall. f sei eine Funktion, die differenzierbar auf einer offenen
Menge U mit I C U ist. f sei monoton in einem Intervall I. Sei x( € I beliebig. Welche Folgen hat dies

fiir die Ableitung f/ (x0)?

Ya Ya

f(x) &f@)

g T 9 > rg T 9 >
Die Funktion ist monoton steigend. Die Funktion ist monoton fallend.
= Die Steigung der Sekanten ist nicht- = Die Steigung der Sekanten ist nicht-
negativ: positiv:
fl@) = f(zo) o f(z) = f (x0) <0
T — To - T — X0
= Die Steigung der Tangente ist nicht- = Die Steigung der Tangente ist nicht-
negativ: positiv: f' (zo) = lim f(z) = f (x0) <
T—x( x — Xo
Tz xr — xo

Ist andererseits die Ableitung von f positiv im Intervall I, so ist f streng monoton steigend auf /. Ist die
Ableitung von f negativ im Intervall [, so ist f streng monoton fallend auf /.

p
Differenzierbarkeit

e Eine Funktion f sei differenzierbar auf einem Intervall /.
f ist monoton steigend auf [. & f/(l’()) > 0 Vxg € 1.
f ist monoton fallend auf I. < f/(:l:()) < 0 Vzg € 1.
o Ist [ = [a; b} und f stetig auf [a; b] und differenzierbar auf ]a; b[, so gilt auferdem:
f ist auf [a; b] streng monoton steigend. < f/ (:L‘()) > 0 Vxq E]a; b[.

f ist auf [a; b] streng monoton fallend. < f/ (:L’o) < 0 Vxq G]a; b[.
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4.4.2 Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Ya
Die Extrema der Funktion f sind:
e 71: lokales Maximum
e 79: lokales Minimum

e 13: globales Maximum

x] 9 x3 \ e
f

()

rLokale und globale Extremwerte

Relatives/Lokales AUy (z9) : Vo € Uy (.CE())QDJC s flx) < f(x)

Maximum:

Globales Maxi- Ve € Dy : flx) < f(zg)
mum:

Relatives/Lokales AUy (z9) = Vx € Uy (:L‘())ﬂDf c flx) > f(x)

Minimum:

Globales  Mini- Vo € Dy : flz) < f(zp)
mum:

Charakterisierung lokaler Extremwerte:

Ya Ya
N (@)
S
A
)< f(z)
/ » / »
s Ty T T T xro 9 T
Lokales Minimum bei x(): Lokales Maximum bei x():
fl(z1) <0 f'(x1) <0
f! (x2) > 0 f (x2) < O

f(xg) =0 f (@) =0
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Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f.

e Ist x( ein lokales Minimum, so gibt es ein & > 0, so dass die Funktion f auf dem Intervall [:130 — 0; xo]
streng monoton fallend und auf dem Intervall [xo; xo + 5] streng monoton steigend ist. Daher ist

fl(z) <0 fix € [vg— & 20 fl(x) > 0 fir x € [vg;z0+0;2].

. Insbesondere folgt daraus f’ (xg) = 0.

e Ist x( ein lokales Maximum, so gibt es ein & > 0, so dass die Funktion f auf dem Intervall [:130 — 0; xo]
streng monoton steigend und auf dem Intervall [:E(); xo + 5} streng monoton fallend ist. Daher ist

fl(x) > 0 fir x € [vg— & 20 fl(x) <0 fir x € [vp;20 + J; 2]

ist. Insbesondere folgt daraus f’ (zg) = 0.

p
Bedingungen fiir lokale Extrema
Eine Funktion f sei differenzierbar auf einem Intervall I.

e Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum: f/ (1’0) =0

e Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein lokales Maximum:
/
) >0, v € Us(zg) Nz < x
f (xg) = 0und Uy (zg) : f,( ) ’ o (z0) 0
fi(x) <0, z € Us(xg) Nz > x9.
e Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein lokales Minimum:

— () >0, z € Uys(zg) Az < mg
1 (xg) = O0und Uy (zq) : {f/(x) 0 ze Unzghr > o0

4.4.3 'Wendepunkte differenzierbarer Funktionen

Konkave und Konvexe Funktionen:
Wir nehmen an, die Funktion f sei auf dem Intervall I zweimal stetig differenzierbar.

/(@)

Ya Ya
/()
%_'E =I'
Konvex,/ Linksgekriimmt: Der Graph von f Konkav /Rechtsgekriimmt: Der Graph von f
liegt immer unter der Verbindungslinie zweier be- liegt immer {iber der Verbindungslinie zweier be-
liebiger Punkte auf dem Graphen. liebiger Punkte auf dem Graphen.

Fiir konvexe Funktionen werden die Tangenten an der Kurve mit steigenden z-Werte immer steiler, fiir
konkave Funktionen werden sie immer flacher.
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o fist auf [a; D] (streng) konvex < f/(:L’) ist auf [a; b] (streng) monoton steigend
& Vo €labl f(z) >0 (f(z) > 0)

o fist auf [a; 0] (streng) konkav < f’(m) ist auf [a;
& Vo €la;b: f

b] (streng) monoton fallend

(z) < 0(f"(x) < 0)

I

Wir definieren die folgenden Begriffe, wobei f zweimal differenzierbar sein soll:

e Wendepunkt x( der Funktion f: f hat an der Stelle z( einen Ubergang konvex-konkav oder konkav-
konvex < f” (xo) = 0 und f”(:L‘) wechselt das Vorzeichen in (.

e Sattelpunkt/ Terassenpunkt x() der Funktion f: f hat an der Stelle £y Wendepunkt und die Tangente

im Wendepunkt (Wendetangente) ist waagerecht. < f/ ({Eo) = f” (Io) = 0 und f”(:E) wechselt
das Vorzeichen in Z(.

4.4.4 Alternative Charakterisierung von Extremwerten und Wendepunkten

( 7
Wir betrachten eine n-mal differenzierbare Funktion f auf einem Intervall ]a; b[ an einer Stelle Z(
mit

! " 1
f'(wo) = 1" (wo) = - = [ (x0) = 0 ) (o) # 0.
Dann gelten die folgenden hinreichenden Bedingungen:
e 7 ist ungerade

B f(n+1) (xg) < 0 = f hat in x( ein lokales Maximum

— f(n+1) (l’()) >0 = f hat in x( ein lokales Minimum

e N ist gerade = f hat in x( einen Sattelpunkt
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4.5 Der Satz von Rolle und die Mittelwertsatze

4.5.1 Der Satz von Rolle

Satz von Rolle

Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f auf einem Intervall [CL; b]. Die Funktion f sei auf
dem Intervall [a; b] stetig und auf dem Intervall ]a; b[ differenzierbar. Dann gilt

fla) = f(b)

c € R = 3¢ €la;b[: f(¢) = 0.

Beweis: Weil f(x) stetig ist, nimmt f auf dem
Intervall [a; b] ein Minimum f;; und ein Maxi-

mum fmax an.

e Falls fryin = fmax = cgilt,ist f(z) =
¢ auf dem Intervall [a; b] und daher gilt

f’(:L’) = 0 fiir alle z €]a;bl.

e Falls finax # c gilt, gibt es ein ( €|a; b|
mit f({) = fmax Bei einem Maximum
folgt aber f

e Falls fin; gilt, gibt es ein { €Ja;b|

(¢
n 7
mit f () =

&
f . Be1 einem Minimum
folgt aber /( )

4.5.2 Der Mittelwertsatz

g
Mittelwertsatz

mit

f(b) — f(a)
b—a

Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f auf einem Intervall [a; b]. Die Funktion f sei auf
dem Intervall [CL; b] stetig und auf dem Intervall ]a; b[ differenzierbar. Dann gibt es ein ( E]a; b[

= (0.

~

Es gibt also zu jeder Sekante an der Funktion f eine Tangente an f mit derselben Steigung.

Ya

Beweis: Fiir die Funktion

g(x) = f(z) = fla) = —=——F———=
gilt:
gla) = g(b) = 0.

Damit folgt aus dem Satz von Rolle, dass es ein
¢ €la;b[ gibt mit

7 = - 020y
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4.5.3 Der erweiterte Mittelwertsatz

' N
Erweiterter Mittelwertsatz

Wir betrachten differenzierbare Funktionen f und g auf einem Intervall [CL; b]. Die Funktionen f
und g seien auf dem Intervall [a; b] stetig und auf dem Intervall ]a; b[ differenzierbar. Aufserdem sei

g/(fl?) # 0 fiir alle © €]a; b[. Dann gibt es ein ( €]a; b mit
- @ F©
g(b) —gla) 4 ()

Beweis: Zunéchst folgt aus dem Mittelwertsatz und g/((L’) # 0 fiir alle z €|a; b[, dass g(a) #

g(b).
Fir die Funktion

N (O (I
ha) = () = f() = = (6(2) = gla)

gilt h(a) = h(b) = (. Damit folgt aus dem Satz von Rolle, dass es ein ( E]a; b[gibt

mit
/ Y _f(b)—f(a / _ f(b) — f(a) :f’(C)
MO = TO e e 7Y T e~ 7O

4.6 Die Regel von L’Hospital

p
Regel von L’Hospital
Es seien [ und g zwei in einer Umgebung des Punktes £ € R differenzierbare Funktionen mit

f(zg) = g(xg) = 0. Falls der Grenzwert lim (f/(x)/gl(x)) existiert, folgt:
T—X()

o f@ /()
Ilgrxlo glx) xlﬁl’o g (x)

Beweis: Es sei <$n> eine beliebige Folge mit x;; — 2. Dann gibt es nach dem verallgemeinerten Mit-
telwertsatz fiir jedes € N eine reelle Zahl z,, € ]xn; x()[ bzw. zp, € ]330; :Cn[ mit

() _ flen) = f(wo) _ f o)
g () g —g(w)  g(wa)

. . . . . . . / /
Es gilt offensichtlich nlggo Zn = nlggo Tn = xq.Daher folgt aus der Existenz des Grenzwertes xli)rgo (f (ZE) / g (x)) :
!/
lim ﬁ = lim f(z) :
z=wg g(x)  aorg g'(@)

Folgerungen:

o Ist f (IO) =9 (Io) = 00, so gilt:
(

. I €
lim ——~ = lim .
=g g(z)  org ¢(v)

~—

X
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o Ist xlggo flz) = xlggo g(x) = 0, so gilt
/
lim ﬁ = lim f(x)
z—o0  g(x) T—00 g’( )

Umformungen: Andere unbestimmte Ausdriicke lassen sich auf die genannten Formen zuriickfiihren:

o Ist f(zg) = Ound = g(xg) = 00, so gilt:

f(z)

Ay Uehedo) = B T =My oy
g(x) (m
o Ist xlggo flz) = xlggog(x) = 0, so gilt

g(x) — f(x)

lim ————— = lim

xllgclo (W_M> ~aoag fx)og(a) v=rg (f(x)og(x))”

o Ist
xlggo f(z) = 1und xlgglog(a:) = 00 oder xlggo flz) = Oundxlggog(x) = 0 oder
xlggo f(z) = ocound xll)rgog(x) =0
so gilt:
lim f(x)g(ﬂf) — lim mf@e@) — gy eWf(@) ¢ (2)
T—I() T—I() T—X()

4.7 Vollstandige Kurvendiskussion

Zu einer vollstindigen Kurvendiskussion fiir die Funktion f gehért die Bestimmung der folgenden Eigenschaften
einer Funktion:

1.
2.

Definitionsbereich Df der Funktion f.

Symmetrie und Periodizitit von f. Zu priifen ist, ob die Funktion eine gerade oder ungerade Symmetrie
besitzt und ob sie periodisch ist

Verhalten der Funktion im Unendlichen. Die Grenzwerte liI:E f(x) und die Asymptote(n) der
r—Fo00

Funktion sind zu bestimmen.

. Stetigkeit der Funktion. Es ist zu priifen, ob die Funktion stetig ist, eventuelle Unstetigkeitsstellen (und

Definitionsliicken) sind zu ermitteln

. Schnittpunkte der Funktion mit den Koordinatenachsen und Polstellen. Falls es Polstellen gibt,

ist die Art der Polstelle und das Verhalten der Funktion nahe der Polstelle zu bestimmen

. Differenzierbarkeit der Funktion, erste und zweiten Ableitung.

. Koordinaten und Art der Extrempunkte. Es ist zu priifen, ob die Extrempunkte Minima oder Maxima

sind und ob es sich um lokale oder globale Extrempunkte handelt

. Koordinaten und Art der Extrempunkte sowie die Wendetangente.

. Skizze des Funktionsgraphen.
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— g2 _
Beispiel: f(x) = %
1. Dy = R\{-1}.

2. Die Funktion hat weder gerade noch ungerade Symmetrie und ist nicht periodisch.

3. Die Funktion f ist unecht gebrochen-rational. Daher wird zunichst die Polynomdivision

durchgefiihrt. —
HHERBETEE —2?4+20-1): (x+1) = —z+3+
2 r+1
T +z
3z —1
—3r—3
—14
Damit ergibt sich die Asymptote: y4 = —x + 3.
Das Verhalten fiir £ — 00 ist damit gegeben durch: lim = Foo.
r—+o00

4. Als gebrochen-rationale Funktion ist f im gesamten Definitionsbereich stetig (es gibt eine
Definitionsliicke bei x = 1).

5. Zahler und Nenner der Funktion werden getrennt untersucht:

) ) Nullstelle: zny = 1
) = =" 420 -1 = —(z-1)" = Tz0 = 1 } Polstelle: LL‘]]X = —1
n(z) = r+1 = Tpo = —1 Liicke: keine

Damit lautet der Schnittpunkt mit der z-Achse (1/0). Der Schnittpunkt mit der y-Achse
ist (0/ — 1).

6. Die Funktion f(a:) ist als gebrochen-rationale Funktion im gesamten Definitionsbereich dif-

ferenzierbar:
fo) = —o 43—
f@):'4+(xfn2
fi@) = _(le)?’

7. Die Nullstelle der 1. Ableitung ergibt sich mit
4
(x4 1)2

Nun kann mit Hilfe der 2.Ableitung die Art der Extremstellen untersucht werden:

0= flx) = -1+ = 4= (z+1)? = 251 = -3, zpy = 1

1" ('IE,l) = 1 > 0 = Minimum bei:(—3/f(—=3)) = (—3/8)
[ (xg2) = =1 < 0 = Maximum bei:(1/f(1)) = (1/0)

8. f”(l‘) hat keine Nullstellen. Daher gibt es keine Wendepunkte.
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9. Funktionsgraph:
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4.8 Aufgaben

Aufgabe 1

Bilden Sie mit Hilfe der Definition des Differentialquotienten die 1.Ableitung der folgenden Funktionen an der
Stelle 2!

Dy = fl@) = 1-2° by = f@) =
_ 42

c)yzf(fv)zlx dy = flz) = V1-2z

e)y = f(z) = In(1—x) f) y = flz) = sin(2z)

Aufgabe 2

Gegeben sind die folgenden Funktionen y = f(z). Bilden Sie y/ = f/(x), y” = f”(:L’) und y”’ =
f”/(I) und fassen Sie sinnvoll zusammen. Schliefen Sie diejenigen Werte fiir & aus, fiir die keine Ableitung
existiert.

1

Wy = f0) = ;(@-2)Vz by = fl) = 2°+ V3°
1 A
0y = flz) = joVu+2 Oy = flz) = (Qx_5>
— _ 922 — 5 P -1
oy = [flo) = 55 )y—f(l’)—\g/gx
g)y = f(x) = 2sinx +sin2z n)y = flz) = sin®2z
)y = flz) = Vsinz Dy = fla) =t -e?
4
9y = f2) = 2 )y = f@0) = 5e-2)e
wy = f(@) = ;-4 Wy = fz) = 6lnVa2 + 1
n _1
oy = flz) =", nelN Py = fla) = e
Qy = flz) = arcsinQ;x 1)y = f(r) = xarccos (z) — V1 — 22
s) y = f(xr) = Inln2x t) y = f(r) = In (:17+\/x2+1>

wy = f(r) = In|2z| Wy = flz) = ol
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Aufgabe 3

Differenzieren Sie die angegebenen Funktionen durch ein geeignetes Verfahren.

a)y = f(z) = 2¥ Inx

oy = flx) = (Inz)”

2

oL 12942,y >0

4

g) rsiny = 2z —1

Aufgabe 4

71

Bilden Sie, falls moglich, die Ableitung der Umkehrfunktionen der Funktionen aus Aufgabe 2a),2¢),2n) und 2q)

im Punkt P()(Q/yo).

Aufgabe 5
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
o221 . tanx — 22 . 1—e*
a) lim 5 b) lim ——— c) lim —
x—=1 22 —1 z—0 % —sinx x—0 cosx — 1
1 , 1 . 1
d) lim zIn( — e) lim (Inz)r—a f) lim (Inz)z—a
z—0 X r—1t T—e
1 In(cos x
g) lim (lnx)z—a h) lim _nfeosz) D lim xel/*
=00 +—0+ In(cos(2x)) z—0
) r+1—cosx . x+1—cosx sin 2x
j)  lim 5 k) lim ——5—— ) lim
x—+00 x x—0 T r—0 tan dx
m) lim (tanz)5m n) lim L
z—0+ =2 \x—2 In(l—x)
Aufgabe 6
Untersuchen Sie, ob die Funktion y = f(z) = 2sinx + sin 2z im Intervall [0; 27| absolute Extremwerte
hat.
Aufgabe 7

Welchen Winkel bildet die Tangente in den Punkten FPy(xq/yg) an die Kurve der folgenden Funktionen aus

Aufgabe 27
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9 3
a)y = f(z) = (Q:U——) ,xg = 1,29 = —1
x
b)y = f(zr) = 2sinz +sin2z, 29 = 0, r¢9 = g,xo =7
20 +4
0y = fe) = 2w = 0
1 €T
d)?J:f(l’)Zg(fE—?)e,Io—O
gy = flr) =e*, ne N 29=0

gy = f(z) = 1n<x+\/m>,x0 NG
V3

Wy = f(@) = Inf2a], zp = 2

Aufgabe 8

In welchen Kurvenpunkten schneiden die Tangenten an die Kurven der folgenden Funktionen aus Aufgabe 2 die
x-Achse unter dem Winkel & 7

x—1

3z ¢
V3w
by = f(z) = sin®2z, a = 120°

oy = f(r) = 6lnvVa2+1,a = 60°

)y = f(r) = warccos(z) — V1—22, a = 0°

= 45°

Aufgabe 9
Fiithren Sie eine vollstdndige Kurvendiskussion durch.
x—2
)y = flz) = 2 (x—2) by = fla) = —3
422 -9 2 —Tx +6
— e d — -
1, 1.4 27 2\?
— = - —_ = PR f — e -
Oy = f) = 2ot - L4 2 Vv = fo) = (20-2)
T —c TVT +C
g) Yy = fC(‘T) = c \/57 c >0 h) Yy = f6<$> = T? c >0
. )2
Dy = fol@) = TCem e > 0 Dy = flw) = TP s

C C
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n _1
By = falz) = e n e {23} Dy = flz) = e a°
2
m)y = f(z) = I@;—x ny = f(z) = ce® —2¢"c > 0

oy = falz) = 22" n € {1;2} p)y = felr) = clnvaZ+1,¢ >0
Qy = flzr) = sin’ (2x) 1)y = f(x) = Vsinz

Aufgabe 10
Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten in den Wendepunkten der folgenden Funktionen aus Aufgabe 9.
2 x—2
a)y = f(z) = 2% (x—2) by = fla) = —3

oy = flz) = we;er Ay = fe(r) = cnVa2+1,¢ > 0

Aufgabe 11

Der Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat bei ;; = —1 eine Nullstelle und durchliuft dort
seinen Wendepunkt mit der Steigung m = 1. Gesucht ist die Gleichung der Funktion.

a) Stellen Sie ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der Funktion als Matrizengleichung auf.
b) Untersuchen Sie die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems mit Hilfe des Rangkriteriums.

¢) Geben Sie eine Gleichung fiir eine Funktion an, die den genannten Voraussetzungen geniigt.

Aufgabe 12

2
Zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funktion y = f(l‘) = e ¥ soll ein Rechteck mit mdglichst
grofen Fliacheninhalt einbeschrieben werden.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.

b) Berechnen Sie die Abmessungen des Rechtecks sowie die Mafzahl fiir den Flicheninhalt.

Aufgabe 13

Beim Bau der folgenden Tunnel soll der Querschnitt der Durchfahrt moglichst grofs sein.
a) Wie lang miissen die Rechteckseiten des in Bild la einbeschriebenen Rechtecks sein?

b) Der Umfang U des Querschnitts der Tunnelwand sei nun fest vorgegeben. Wie grof muss der Halbkreis-
radius sein, damit der Tunnelquerschnitt das maximale Volumen hat?
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Aufgabe 14

Ein an einer Strafse gelegenes Grundstiick hat die Form eines gleichschenkligen Dreiecks mit den Seitenlingen

[ = 60mundb = 20v3m. Auf dem Grundstiick soll ein Haus mit moglichst grofer Grundfliche errichtet
werden.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.

b) Welche Abmessungen (Lénge und Breite) muss das Haus haben?

Aufgabe 15

Aus einem quadratischen Stiick Blech mit einer Seitenlinge von @ = 2m soll ein oben offener Kasten mit
moglichst groffem Volumen hergestellt werden. Zu diesem Zweck miissen an den Ecken des Blechs Quadrate mit
der Seitenldnge @ abgeschnitten werden.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.
b) Wie lang muss Z sein?

c¢) Berechnen Sie auch das maximale Volumen.

Aufgabe 16

Ein Zelt hat einen rechteckigen Grundriss mit der Breite ia und der Liange b. Es ist vollstandig geschlossen und

hat einen Boden. Das Volumen des Zelts betrigt V' = 4, 5m3. Die Front besteht ebenso wie die Riickseite
aus einem gleichschenkligen Dreieck der Hohe a.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.

b) Bestimmen Sie a und b so, dass der Materialverbrauch an Stoff fiir die Zeltwiinde mdglichst gering ist.

¢) Wie viel Material fiir die Oberflache wird in diesem Fall bendtigt (ini m2)?

Aufgabe 17

Ein in ebenem Geldnde liegender Park wird durch zwei geradlinig verlaufende Straften und eine Bahnlinie be-
grenzt. Die erste StraRe verlduft auf der x-Achse. Die zweite Strafe kreuzt die Bahnlinie im Punkt S (4, 5) / 4)
rechtwinklig und schneidet die erste Strafie im Punkt P (6, ) / 0). Die Bahnlinie wird durch eine Gleichung der

Form x = f(l’) = vax + b beschrieben.

a) Zeichnen Sie eine Skizze der Situation.

b) Ermitteln Sie die Funktionsgleichungen, die den Verlauf der zweiten Strafie und der Bahnlinie beschreiben.

c) die Bahnlinie erhilt einen Haltepunkt B, dessen Entfernung zum Punkt A(4 / 0) minimal sein soll. Be-
rechnen sie diese Entfernung.



Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 Die Flache unter einer Kurve

Wir wollen die Fliche A unter einer durch die Funktion f () gegebenen Kurve in einem Intervall [a; b] bestim-
men. Ohne den Begriff des Integrals ist die Bestimmung von Flidcheninhalten nur fiir durch Geraden begrenzte
Flichen in elementarer Form méglich. Wir bestimmen die Fliche A, indem wir sie mit Hilfe von Rechtecken
moglichst genau annéhern.

(f(ﬁ)

Ya
Myt-—e-
mipb------ Al R
o 21 Tp—1 Tn E
Wir teilen wir das Intervall [a; b] in n Teilintervalle auf:
a =290 < 11 <29 < - < xp1 < T =0b
Betrachte das Intervall [ = [:E(); 1:1] mit der Intervallbreite Axq1 = x1 — z( . In diesem Intervall lautet
der grokte Funktionswert M7, der kleinste Funktionswert m. Es folgt:
mioAxr; < A1 < MjoAux;.
Wenn wir jedes Teilintervall [, = [xk,l; x k] mit der Intervallbreite Azp, = xj, — X._1 in der gleichen

Weise behandeln, wobei der grofte Funktionswert My, der kleinste Funktionswert my, lautet, folgt:

n n
Sn ::Z mpoAx, < A < 5y, ::Z M. o Axy,.
k=1 k=1

Unser Ziel besteht nun darin, eine bessere Néherung zu ermitteln. Aus der Zeichnung ist offensichtlich, dass
wir die Kurve besser beschreiben konnen, wenn die Unterteilung in Teilintervalle verfeinern. Wenn wir die

7
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Teilintervalle kleiner und kleiner machen, erhalten wir eine Zahlenfolge

81,82, +-38n,Sn415- - -
fir die untere Begrenzung der Fldche, die monoton steigt (warum?) und eine Zahlenfolge
S]_,SQ, ce ,Sn,8n+1, [N

fiir die obere Begrenzung der Fliche, die monoton fillt. Die gesuchte Fliche A befindet sich fiir jedes 1 zwischen
den Werten Sy, und Sy,. Wenn die oben genannten Folgen gegen den gleichen Grenzwert konvergieren, konnen
wir der gesuchten Flache das sogenannte bestimmte Integral Intervall [a; b] zurordnen:

Bestimmtes Integrals

b
/ f(x)de == A = lim s, = lim Sy,
a

n—oo n—oo

Bemerkung: Das Integral existiert fiir alle stiickweise stetigen, beschrinkten Funktionen auf abgeschlossenen
Intervallen [a; b]. Fiir ein gegebenes 7 € N konnen wir nun aus jedem Intervall I, einen beliebigen Wert (.
wahlen. Dann folgt die Ungleichung

n n n n
Z kaA:Ek < Z f((k)oAxk < Z MkOAl'k & sp < Z f(Ck)oAxk < Sn
k=1 k=1 k=1 k=1

Bilden wir nun den Grenzwert n — 00, so folgt:

b n b
[ @ < Jim ST fo0-day < [ fla)ds
a k/’:l a

n—oo

n—oo

b n
o [ fads = i 3 f(G)- Ay
a k=1

5.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Um die Fliche unter einer Funktion f im Intervall [a; b] zu bestimmen, kénnen wir, falls ¢ G]a; b[ gilt, offen-
sichtlich auch die Fliche unter f im Intervall [a; C] und anschliefiend die Fliache im Intervall [C, b] bestimmen.

Es folgt:
/abf(m)dm - /acf(x)dx+/cbf(x)dx

& /be($)d:1: = /abf(x)d$—/acf(x)d$

Wir betrachten nun die obere Intervallgrenze als variabel. Damit erhalten wir eine neue Funktion

x
Fla) = [ sy
a
Wir versuchen nun, diese Funktion zu differenzieren und erhalten:

F(z+h) - f(x) S fy)dy — [F Fy)dy

F' = i = i
(z) = Jim h e I
h
o de W) dy

h—0 h
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Wir verwenden nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und erhalten fiir ein G]:L‘; T+ h[:

JE(F@) + ho £1(Q)) dy

/ o .
Fiz) = lim D
o e f@ b [T o (¢ dy
= 11m
h—0 h
x+h
= f(x)+ Jim Q) dy = f(x)
—0Jr

Also ergibt sich der

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

d X
- / fx)yde = f(z)

5.3 Unbestimmtes Integral und Anwendung des Hauptsatzes

Angenommen, wir wollen das Integral

/ab f(z) de

berechnen. Dazu benétigen wir eine Funktion, deren Ableitung f(:L‘) lautet. Wir schreiben die allgemeinste

solche Funktion als unbestimmtes Integral / f(x) dx. Tst F(I) eine Funktion mit F/(l‘) = f(x), so

folgt
/f(x)dx = Flx)+C,C € R

Die Konstante C' bleibt unbestimmt, solange die Integrationsgrenzen nicht festliegen. Geht man durch Festlegung
der Integrationsgrenzen zum bestimmten Integral iiber, so folgt:

/ax flz)de = F(z)+ C(a),C(a) € R

Fiir = @ ergibt sich daraus C'(a) = —F'(a) und damit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/ab f@)de = {F(x)r — F(b) - Fla)

a
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5.4 Rechenregeln fiir Integrale

p
Rechenregeln fiir die Integration:

L /abf(x)der/bcf(x)dx _ /acf(x)dx
./ba f@)do = —/ab f(z) da
./ab (f(x)+g(x)) de = /ab f(x)dx+/ab g(x)dx

/abcf(x)dx _ c/ab (@) da

b X
5‘/a D 40— 1)~ 1ta)

[\

w

~

5.5 Integrationstechniken

5.5.1 Partielle Integration
Aus der Produktregel fiir die Ableitung folgt fiir zwei differenzierbare Funktionen f($) und g(:L’):

i (f(:::) - gu)) = f'(x)-g(x) + flz) - (2) =

1-00] = [ L (s o) ae

a

= /ab f'(x) - g(x) de + /ab f(x)-g'(x) da

Damit ergibt sich die Regel der Partiellen Integration:

Partiellen Integration

/ab fl(x) - g(x)de = {f(x) .g(x)]z—/ab f(@) - ¢ (z) de

Die Verwendung der partiellen Integration ist in zwei Féllen sinnvoll:

1. Der Integrand besteht aus zwei Faktoren, von denen fiir einen die Stammfunktion bekannt ist und der andere
durch Differenzieren einfacher wird.

Beispiel: Partielle Intregration
b

Wir wollen das folgende bestimmte Integral 16sen / rlnzdx:
a
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Wir setzen nun:

1
@) = o = o) = 54
Damit ergibt sich das Integral zu:

b b b b
1 1 1 1

/ rinxqdr = Z2? lnx —/ Zxdr = |22 nz— 2% .
a 2 a 2 2 4

a a

1
o) = e =) = -

2. Der Integrand besteht des urspriinglichen Integrals ist auch der Integrand des nach der partiellen Integration
verbleibenden Integrals.

Beispiel: Beispiel 2
b
1 = / sinx cos x dx
a
Wir setzen nun:
fl(x) = cosz = f(x) = sinz ; g(x) = sinz = ¢'(z) = cosx

Damit ergibt sich das Integral zu:
I

b b b
I = / sinxcosxdr = [sin%s] —/ sin x cos x dx
a a

a

1 b
= | = [ésin2x] )

a

5.5.2 Integration durch Substitution

Ist F (x) Stammfunktion einer stetigen Funktion f(:l?) und g(m) differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel:

Damit ergibt sich die Formel fiir die

Integration durch Substitution der Integrationsvariablen

Falls die Funktion g(.il:) invertierbar ist, kann man auch in umgekehrter Richtung vorgehen. Daraus erhélt
man das Verfahren der

Integration durch Substitution der Integrationsvariablen

b i)
/ f(x)de = /g (o) - o' () do
a g
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Substitutionsverfahren werden in den folgenden Situationen eingesetzt:

1. Die Integration durch Substitution bietet sich immer dann an. wenn der Integrand das Produkt einer verket-
teten Funktion und der Ableitung der inneren Funktion der Verkettung ist.

Beispiel: Beispiel
4x

—d
V1 + 222

2
Wir betrachten das bestimmte Integral / xX:
0

Wir setzen nun:

dy 1
—~ =14 dr = —d
dx v 4a:y

Damit ergibt sich das Integral zu:

/2 dr /y(2) L /9 L {2\[}9 A
—_—Adr = E— = — = - .
0 V14222 y(0) VY Y 1 VY Y Y 1

2. Fir die Integration durch Substitution der Integrationsvariablen gibt es leider keine allgemeinen Regeln,
sondern nur einige Standardsubstitutionen, die in Spezialféallen sinnvoll sind.

Yy = 14222 =

Beispiel: Beispiel

/t ! demitt € | —1;1]
—————dr mi —1;1].
0 V1— a2

Wir setzen nun:

) x
r = siny = — = cosx = dr = coszdy.

dy

Die Sinus-Funktion ist im Intervall [—7/2; 7 /2] invertierbar und nimmt dort alle Werte
aus dem Intervall [—1; 1] an. Daher ist die gezeigte Substitution moglich. Es folgt:

/t 1 dr — /y ®)  cos(z) dy
0 V1—2a2 y=10) V1—sin?z
arcsint
= / dy = arcsint.
0

Hier wurde arcsin(0) = 0 benutzt und die Tatsache, dass die Kosinus-Funktion im
Intervall [—’/T / 2; 7 /2| nicht-negativ ist und daher in diesem Intervall gilt:

v1-— sin?z = cosx.

Mit diesem Ergebnis kann man auferdem das folgende unbestimmte Integral angeben:

1
———=dzr = arcsinx + C.
/ V1—22
5.5.3 Integration gebrochen-rationaler Funktionen und Partialbruchzerlegung

Wir betrachten das Integral einer gebrochen-rationalen Funktion,

/ z(x) dr — anx™ + an_12" Y+ ..+ ag Jr.
n(z) bn(z —x1) ...« (. — 2)
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Dabei kénnen die Nullstellen des Nenners auch identisch oder komplex sein. Die Grundlage der Integration
gebrochen-rationaler Funktionen ist die

Partialbruchzerlegung
Eine echt gebrochen-rationale lésst in eine Summe aus elementaren gebrochen-rationalen Funktionen
zerlegen.

Entscheidend hierfiir ist die Linearfaktorzerlegung des Nenners.

Der Nenner hat nur einfache reelle Nullstellen

In diesem Fall hat die Partialbruchzerlegung die Gestalt:

Z\x A1 A2 A

( ) —= —.I— _I_ “e _|_ —m
(x—xl)(x—xg)-...-(x—a:m) r—1T1 T —x9 T — Tm

Dabei sind die Koeffizienten A1, ..., Ay, reelle Zahlen, die bestimmt werden miissen.

Beispiel: Partialbruchzerlegung 1
2 +3 2 +3 Aq Ao As

B —x :c(x—l)(:c—i—l) N ?—i_w—l r+1

Um die Koeffizienten zu bestimmen, multiplizieren wir mit dem Nenner und erhalten:
2 4+3 = Al(x+1)(x—1) +A2x(x—|—1) —f—Agm(m—l)

Nun wird dieser Ausdruck an verschiedenen Punkten ausgewertet:

r =0 : 3 = —A4 = A1 = -3 2 2 )
ir =1 4=24y = Ay-—2 it _ 3, _
r=—-1: 4= 243 = A3 = -2 |2’ —Z r x—1 x+1

Der Nenner hat eine mehrfache Nullstelle:

In diesem Fall hat die Partialbruchzerlegung die Gestalt:

z(x A A A
()k: L2
(z — 1) =21 (z—x) (z — 1)
Dabei sind die Koeffizienten Aq, ..., A} zu bestimmen.

Beispiel: Beispiel
IZ Al AQ Ag

Go1? e o o)

Um die Koeffizienten zu bestimmen, multiplizieren wir mit dem Nenner und erhalten:

2 = Al(x—l)Q—i-Ag(x—l) + As

Nun setzen £ = 1 in den ersten drei Ableitungen dieses Ausdrucks ein:
1. Ableitung bei x=1 = Az = 1 2
. . x 1 1 1
2. Ableitung bei x=1: = A2 = 2 = -+ 5 -+

3. Ableitung bei x=1: = A; = 1 (:L’ — 1)3 r—1 (:U — 1)

@1
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Der Nenner hat eine komplexe Nullstelle

In diesem Fall ist es meist sinnvoll, die Partialbruchzerlegung wie oben gezeigt mit Hilfe der komplexen Nullstellen
durchzufiithren und am Ende konjugiert komplexe Terme zusammenzufassen.

Beispiel: Partialbruchzerlegung 2
2(a? + 2 —1) 2(a? + 2 —1) 2(z% + 2 —1)
w3 +42?+6x+4  (v4+2)(a2+20+2) (z+2)(z+1+4)(z+1—1)
Die Partialbruchzerlegung ergibt sich zu:

2@+ —1) A Ay As

+ -+ -
3+ 422 4+ 62+ 4 r+2 x+14+4i x+1—1

Um die Koeffizienten zu bestimmen, multiplizieren wir mit dem Nenner und erhalten:

22 420 —2 = Az +14+)(z+1—i)+Ag(x+2)(x+1—i)+ A3(z + 2)(x + 1 +1)

Wir setzen jetzt verschiedene Zahlenwerte in diesen Ausdruck ein:

r = —2: 2 = 24 = A1 =1
r = —1—i: =442 = -2 (1—-i)Ay = Ay = 1/2-3/2i
x = —1+i: —4-2 = 2i(1+i)A3 = A3 = 1/2+3/2i

Daraus ergibt sich die Partialbruchzerlegung:

2(2% +z— 1) 1 1—3i 1+ 3i
5+ ;
23+ 422 4+ 62 +4 T+ 2 2(:c+1+z) 2(:c+1—2)

1 . x—2
r+2  x242x+2

Anwendung der Partialbruchzerlegung

Die Integration einer gebrochen-rationalen Funktion f(x) verlduft in den folgenden Schritten:

1. Zerlegung der Funktion f(x) in ein Polynom p(x) und eine echt gebrochen-rationale Funktion g(.ﬂ?) mittels
Polynomdivision. Die Integration des Polynoms ist trivial.

2. Bestimmung der Linearfaktoren des Nenners von g(x) Zerlegung von g(x) mittels Partialbruchzerlegung.
Zusammenfassung der konjugiert komplexen Terme zu reellen Summanden.

3. Integration der einzelnen Summanden mit Hilfe der Stammfunktionen

1
/ de = Inlx +a|+C

r+a
1 1 1
= ——. C 1
/(x—l—a)n ! n—1 (gzt—i—a)n*l+ e

/;dx = ;arctanz—w—i-(]
22 4+ 2bx + ¢  Ve—12 Ve — 12

ar +b
(x2 + 2cx + d)n

und Integration durch Substitution auf die obigen Integrale zuriickgefiihrt werden.

Die eventuell auftretenden Integrale , n > 1 konnen mittels partieller Integration
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Beispiel: Partialbruchzerlegung 3

—2r+4
x2+1)(x—1)

Wir wollen das unbestimmte Integral / 5 dx berechnen:

—2x 4+ 4 —2z 44
1. Die Funktion f(x) = = 5 ist bereits echt

x2—|—1)(:c—1)2 (w+i)(w—i)(w—1)

gebrochen-rational. Daher entféllt die Polynomdivision.

2. Die Zerlegung von f(x) ergibt sich zu

Ay n A n As n Ay
r—1 (ac—l)Q rT—1 xT+1

Nun miissen die Koeflizienten bestimmt werden. Multipliziert man die Gleichung mit dem
Nenner, so folgt:

—2rx+4 = Aj(x+0)(z —i)(x — 1)+ Ag(x + 1) (z — 1)

+ Az(z +i) (@ — 1) + Ay — i) (z — 1)2

Nun werden die Koeffizienten durch Einsetzen bestimmt

x=1 2:A2(1~|—i)(1—z’ —2A2 = Ay =1
x=i  —2i+4 = (1—2) = 443 = A3 = 1—i/2
x=-1 2Z—|—4 22(1 ) A4 = 4Ay = Ay = 1—-1/2
f(1)™ = (1—1—2)(1—@)141—}-2142 =2A14+2 = A = -2
Das Ergebms lautet also:

flx) = —2 n 1 +1—Z/2 1+i/2

r—1 (x—1)2 T —i T+

-2 n 1 +2$+1
r—1 (.:5—1)2 22+ 1

3. Mit Hilfe der Zerlegung ergibt sich das Integral zu

/ —2x+4 de
(22 +1)(z—1)

-/ (x_—Ql ! (.:1:—11)2 e i)? ' (g;_11)2> “

1
:—21n|x—1|——1—{—1n‘x2—|—1‘—|—arctanx+0.
$_
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5.6 Die von Kurven eingeschlossene Flache

5.6.1 Die Flache zwischen einer Kurve und der z-Achse

Ya Ya
1k f(z) = sinz 1} f(z) = |sinz]
Ag Ar Arr
™ > T T 3% om I
T m 2 T 3T
2 Arr g 2 5
1t 1t

Um die Fliche zwischen einer Kurve und der 2-Achse zu bestimmen ist die Beachtung des Vorzeichens von
Bedeutung. So gilt zum Beispiel:

27
/ sinz dr = [—cosyc](%7T = A;— A =0
0

Dieses Ergebnis kommt dadurch zustande, dass die Fldche mit negativem Vorzeichen eingeht. Dieses Problem
ldsst sich durch Betrachtung des Betrages der Funktion beheben:

2m T 2m
/ |sinz| dr = / |sin x| dx—/ |sinx| dx
0 0 s

= [—cosa]} — [—cosa]?™ = Ar+ A = 4

™

[ Flachenberechnung
Die Fléache zwischen einer Kurve und der x-Achse im Intervall [a; b] ist gegeben durch

/ab |f(x)‘da:

Die von einer Kurve und der x-Achse vollsténdig eingeschlossene Fléche ist die Fldche zwischen dieser
Funktion und der x-Achse im Intervall [z(; 21|, wobei x( die kleinste und ' die grofte Nullstelle
\der Funktion ist.

J
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5.6.2 Die Flache zwischen zweil Kurven
Ya

[N} e e e e e e m — — - - - o

In diesem Beispiel erkennt man: Im Intervall [0; 2] ist f(z) > g¢(z). Die Fliche zwischen beiden Kurven ist
die Differenz der Fliche zwischen f(x) und der z — Achse und der Fliche zwischen g(z) und der 2-Achse:

2 2 2 2
A= [ r@an= [Cewe = [T 0@ -s@)de = [" (10 - o) ds

Im Intervall [2; 3, 5] ist aber g(z) > f(z). Damit ergibt sich:
3.5

35 35 3,5
A = [ awae- [ @ = [ o) - s e = [0 - o)) e

Damit lautet die Gesamtflache zwischen den Kurven:

3.5
A= A+ Ap = /O |£(@) = g(x)] .

Flache zwischen zwei Kurven
Die Fliiche zwischen zwei durch f(x) und g(z) beschriebenen Kurven im Intervall [a; b] ist gegeben
durch

b
/a 1£(2) — g()| da

Die von f(a:) und g(:E) vollstdndig eingeschlossene Fléche ist die Fliche zwischen den durch diese
Funktionen beschriebenen Kurven im Intervall [x(]; 371], wobei x() der kleinste und x1 der grofte
Schnittpunkt der beiden Funktionen ist.
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Beispiel: Fliche zwischen f(x) = 23 — 622 + 92 und g(x) = —1/2 2 + 2
Zunéchst bilden wir die Differenz der Funktionen f(il?) und g(x), um die Schnittpunkte der
Funktionen zu ermitteln.

f(x) —g(x) = x3—%x2—l—7x = x($—;)(x—2)

Diese Information kann nun genutzt werden, um das Vorzeichen von f(l‘) - g(m) zu bestimmen:

7
2

flx)—g(z) -0 - 0 + 0 - 0 4+ o

Die Fléche zwischen f(x) und g(l‘) ist dann:
3.5 2 3.5
A= [Tl =gl = [ (@ -g@)de+ [ (ole) - @) do

2 3.5
1
= [—x4 — 223 + 9:102] — [1x4 — 223 + 9:152]
0 4
937
192°
5.7 Das Volumen von Rotationskorpern

Ist in einem Intervall [a; b] eine stetige Funktion f(x) gegeben, so kann man die zwischen f(x) und der x-Achse
eingeschlossene Fliche um die x-Achse rotieren lassen. Der dabei entstehende Korper wird als Rotationskorper
bezeichnet.

YA

e e

Wir wollen das Volumen des Rotationskdrpers bestimmen: Wie in der Skizze dargestellt, ldsst sich der Ro-
tationskorper aus diinnen Zylinderscheiben zusammensetzen. Zunéchst betrachten wir 1 Zylinderscheiben der
Hohe Az mit den Schwerpunkten (21/0);. . .; (25/0). Die Zylinderscheibe mit dem Schwerpunkt (x;/0) hat
das Volumen

V, = 7r-rl-2‘h = W-(f(xi))2~Ax
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Eine Néherung fiir das Volumen des Rotationskorpers ist dann

n

V= ;v =y (f) Ax

1=1

Wenn man die Héher Ax der Zylinder gegen 0 gehen lisst, erhilt am das exakte Ergebnis:

s N
Volumen eines Rotationskdrpers

Ist f(:c) eine auf dem Intervall [a; b| stetige Funktion, so hat der durch Rotation der Fliche zwischen
f(:IJ) und der x-Achse im Intervall |a; b] entstehende Rotationskorper das Volumen

b
V = 7T-/a (f(a:))zdx

Bemerkung: Ist f(:c) eine auf dem Intervall [a; b] stetige und invertierbare Funktion, so lasst sich auch
das Volumen des Rotationskérpers, der durch Rotation der Fliche zwischen f(z) und der y-Achse entsteht,
berechnen:

Dabei ist fﬁl(y) die Umkehrfunktion von f(x).

Beispiel: Das Volumen eines Kreiskegels des Radius 7 und der Héhe h
Ein Kreiskegel mit Radius 7 und Héhe h entsteht durch Rotation der Geraden

Ya

f(z2)

f(z1)
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Die Lénge der Kurve f(:L’) im Intervall [a; b] lasst sich mit Hilfe der Unterteilunga = 1 < 29 < --- <
Ty, = b niherungsweise schreiben als
l%51+32+...+sn:\/(Ax1) (Ay1 —i—\/Axn Ayn).

Nun gilt aber fiir jedes i € {1;...;n}:

\/(A:z:i)2+ (ay)? — \/1Jr (f(xiﬂ) _f($i))2 Az

Tit1 — T

= \/1+(f (Zi))2 <Az fiireinz; €|xg; v

In der letzten Zeile wurde der Mittelwertsatz verwendet. Wihlt man nun Azxy = Axg = -+ = Axy =
Ax, so folgt:

I~ 1+ (' (21)? -Az+ . 41+ (' (z0)? - Az firzy; €agzip].

Um die exakte Lange zu erhalten, kann man nun die Zahl der Zwischenpunkte n gegen unendlich und ihre
Abstinde Az gegen 0 gehen lassen. Dann folgt:

( N
Liange einer Kurve

Die Lange einer durch eine stetig differenzierbaren Funktion f(:E) beschriebenen Kurve im Intervall
[a; b] ist gegeben durch

I(filasb]) = /ab V14 (f(2)? de

Beispiel: Die Linge der Kurve f(z) = 23/2 im Tntervall [0; 2]
Mit der Ableitung f/(:l?) = 3/2 -/ folgt fiir die Kurvenlinge:

ql(z3/2;[0;2]) = /02\/1+§x dz

2
= 8 1—|—9x k&
o7 4

0
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5.9 Aufgaben

Aufgabe 1
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale.
4 2
a) / dx b) / QZ—M, dx
2r — 3 2z 42
14 14 27 1
c)/<§x — 57 +§> dx d)/z(x—c)\/idx, c >0
x e’
e) —Vr+cdr, ¢ >0 f)/—(:E—C)d.CE, c >0
c c
e 2) T+ 2
g)/?(x—c) dr, ¢ > 0 h)/BQ—xdx
da a3+ 222 — 6
. . d
1)/x5—x3 J)/ 24+ —2 v
1
k) / > dx ) / e dx
22+ 5 2242243
10 34 2? — 5+ 15
m) [ ——— dx n) 5 3 dx
x4 +2x+ 3 (SL’ —1—5)(1’ +2ZL’+3)
Aufgabe 2

Berechnen Sie den Flidcheninhalt der folgenden, jeweils durch den Graphen der Funktion und die Koordinaten-
achsen begrenzten Fliachenstiicke.

14 14 27 22 —Tr +6
= = - —_ — _ b = e —
)y = flz) = g2" — 5"+ )y = flz) om0
1
gy = fl&) = =(z—c)vz, ¢ >0 d)y:f(x)zzx/ijc, c >0
C C
e’ x4+ 2
gy = fla) = —(@-c, c>0 Ny = flz) = o
Aufgabe 3
Der Graph der Funktion
4
y = fla) = o —3
die 2-Achse und die Geraden mit den Gleichungen £ = 2und £ = 6 begrenzen ein Flichenstiick. Durch eine

Gerade x = ¢ (2 < c < 6) wird das Fliachenstiick in zwei inhaltsgleiche Teilflichen zerlegt.Berechnen Sie
den Wert von c.
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Aufgabe 4
Der Graph der Funktion
2
4 —Tr+6
v= I = e

die Tangente im Punkt P (6 / 0) an diesen Graphen und die y-Achse begrenzen eine Fléche vollstdndig. Berechnen
Sie den Flécheninhalt.

Aufgabe 5

Die folgenden endlichen Flachenstiicke rotieren um die x-Achse. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskor-
pers.

a) Aufgabe 3 b) Aufgabe 2¢) c) Aufgabe 2d)
d) Aufgabe 2e) e) Aufgabe 2¢) mit ¢ = 2 f) Aufgabe 2f)
Aufgabe 6

Berechnen Sie den Wert ¢ fiir den Fall, dass das Volumen des Rotationskérper aus Aufgabe 2d) die Mafizahl 37
habe.

Aufgabe 7

5 _
Die Funktion y = f(:L’) = 3 5 rotiert im Intervall y € [6 1; 1] um die y-Achse. Berechnen Sie das
x

Volumen des Rotationskorpers.

Aufgabe 8

Berechnen Sie das Integral

/ 322 +2+3 o
(z—1)(z2+1)

Aufgabe 9

Berechnen Sie den Flidcheninhalt des endlichen Flichenstiicks, das durch die Koordinatenachsen, die Gerade
= 1 und den Graphen der Funktion

6 — 2z
23+ 222 —4x + 16

y = fla) =

begrenzt wird.
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