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4.3.8 Blockmatrizen

hlen
lle oder komplexe Zal
Bisher wurden Matrizen betrachtet, fleren lzf‘le:‘:::l‘lteIJI(:;Le\:riezen in Blocke zu unter;
sind. Bej Untersuchungen ist es sinnvoll, Matr d, bezeichnet man als
teilin Be];)inmea‘ll\zl;::ix deren Elemente selbst Mgtnzfx‘ltszlner Ubermatrix ist dantzli
. ) em A une
. 7 iz. Jeder Block als Elen e bei grofieren
leockmatrlz oder Utb erm:tt::: Dieses Vorgehen .1st. ms;es%‘:ﬁf;amzen enthalten.
il:ie S(ljg;nalll\:[“i V" e;zﬁzlich die Einheitsmatrizen oder
solchen Matrizen »

. 257
4.4 Determinanten

9 -2
21 41 =] -1 -13
Ai2Byo=| -13 |- 1-4)°

52 22 -3
221 ; s (s
Axn B = : "\ 70
112 12
Man erhilt
3 4 9 -2
2 0 -1 -13
C=| 1-2 22 -3
16 0 0
7 0 0 0

n ahnlicher eise konnen sic! ortei ei de €: er inversen Matrix

I hnlich Wei ko 'thlebldrBrechnungd r

: . erlegung in Blocke Null- oder Einheitsmatrizen auftreten.
2:4

i leichungen
. i muf man Matrizeng
zu bestimmen,
sen Matrix

ergeben, wenn bei z?er Z
Um die Blécke der inver:
I6sen.

4. Line,

; are A lge bra
25,——’/_—_\

Beispiel 4.31
Ay A A
= Ay A A

32 -1(6
10

ist in 6 Blocke unterteilt. Darin ist A2; = E eine Einheitsm,

N 2 .

Nullmatrix und Aj2, A2z sind Spaltenmatrizen.

trix, 4, Ng,

e
Bei der Einteilung in Blocke diirfen d}e ’Dfannlinien.keifxe Stut:e
beachtet, haben alle Blécke Aii mit gleichem Zeilenindex §
von Zeilen und alle Blécke mit gleichem Spaltenindex die gleich,
ten. Damit ist die Voraussetzung dafiir erfiillt, da man mit
Blockmatrix nach den iiblichen Regeln der Matrizenrethnung
beachten ist dabei lediglich, daB die Elemente nicht Zahlen, son,
Voraussetzung fiir die Multiplikation zweier Blockmatrizen is
der Untermatrizen. Das folgende Beispiel macht dies deutlich.

Beispiel 4.32

n_bilden. Wirg g
die 8leiche Anza;
e Anzah] Von §,
den Bldckey
umgehep kanp,
dern Matrizen siziiu
t die Verketipygg

einer

Zu berechnen ist C= A . B aus

Lésung:

Die Blockeinteil\lng beriicksichtj

8t vorhandene Nyl

bzw. Einheitsmatrizen.

Man erhaly
( E Al,)(n,, N Cu cp,
A N N B.)"\ g, sz)
und darayg
gu = EB, + AuN o B,
2= EN 4 41:B,, = A1 By,
Cn = AnBy, 4 NN 42 B
Cy = AnN + NB, _ N1 !

Damit Jaytey die Pmduktmatrix
Cc- B, A41,B,,

A2l Bll N
Die Matrizen By,

. nd N  be
Technen sing konnen ohne Rechnung iibernommen werden- 2



2 Cramersche Regel



4.4.3.1 Cramersche Regel

Am Beginn des Abschnitts 4.4.1 wurde ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
mit 2 Unbekannten betrachtet. Die Formeln (4.11) und (4.12) lassen sich mit Hilfe
zweireihiger Determinanten darstellen:

b ais a;; by

by az; azn by
T = Ty =

ajl a2 a1l a2

G21 a3z a1 asz

Demnach erhilt man die Losungen des linearen Gleichungssystems als Quotienten
zweier Determinanten, wovon die Nennerdeterminante D mit der Koeffizienten-
determinante des Gleichungssystems identisch ist. Die Zahlerdeterminante erhilt
man, indem die Koeffizienten der zu berechnenden Unbekannten durch die rechte
Seite des Gleichungssystems ersetzt werden. Das gilt allgemein.

Satz (Cramersche Regel)!

Die Losungen z;

eines inhomogenen linearen Gleichungssystems Az = b
ergeben sich fiir

D =det A #0 eindeutig aus der Formel

D; .
=5 ((=1,2,...,n) (4.30)

worin die Determinanten D; aus D entstehen, indem die i-te Spalte durch die
Spalte b der rechten Seiten ersetzt wird.

1
GABRIBL CRAMER (1704 - 1752), Philosoph und Mathematiker in Genf
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snkt die Anwendbarkeit dieser Regel auf Glei
Die Voraussetzllngt dz;i::igcs::cl}gfflfli(zientenmatrix. Man kann sich davon ijhe,
Chungssycslteﬁmfeﬁ:me= 0 und D; = 0(i = 1, 2, ... n) das SySteU? Paramete;
Zililgla'e;;igeafrei wihlbare Losungen besitzt, .?vogegen'fii.r D = 0 und mindestens ¢
D; # 0 wegen eines Widerspruchs keine Losung existiert.

Beispiel 4.42

Aus
227 — 3z2 + z3 = 15
1 + =2 = -2
Iy — T2 — I3 = 0
folgt

2 -3 1
D=[1 1 0|=-7

-1 -1

15 -3 1
Di=|(-2 1 o|=-1

0 -1 -1

2 15 1
D2=|1-2 o0|=21

1 0 -1

2 -3 15
Ds=|1 1 —2|=-28

1 -1 o
und daraus
_D D, D
nEDPEL n=F=og, za=33=4
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4.4.3.4 Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte

Die Gleichung einer Geraden durch die beiden vorgegebenen Punkte Pj(z1, y1)
und P»(z2, y2) 188t sich aus der sogenannten Zweipunktegleichung errechnen:

Y-V - Y2—w0

r— T9 — I
Eine Umformung ergibt
(y—y1)(@2—21) = (z —21)(y2 — 1) = 0

und T2y — TY2 — 1Y + 2y + T1y2 — T2y = 0
bzw.
o T r, T 1 To -0
Y2 Y ny L ARC)
Schliefllich ermdglicht der Entwicklungssatz von LAPLACE die Darstellung
1 11
ry T2 x| = 0
n yy
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4.6 Numerische Lésung
linearer Gleichungssysteme

4.6.1 Auswahl eines Losungsverfahrens

Die bisher gezeigten Beispiele erwecken den Eindruck, als sei ein lin,
chungssystem véllig problemlos zu l6sen. Das ist ein Irrtum, den man
bei der Lésung sehr umfangreicher Gleichungssysteme mit vielen Unbe
merkt. Auch zahlenmifig sehr groie Unterschiede der Koeffizienten
Rechnung behindern.

Die vorhandenen Lésungsverfahren lassen sich zwei Gru
ten Verfahren oder den iterativen Verfahren.

Zu der erstgenannten Gruppe gehéren das Austauschverfahren und der GauBsche
Algorithmus, die im Abschnitt 4.1.2 behandelt wurden. Beide Verfahren gelten al
Standardverfahren, die sich insbesondere fiir die Handrechnung gut eignen, die aber
auch die Grundlage fiir leistungsfahige Computerprogramme darstellen. Die Hand-
rechnung ist selbst unter Zuhilfenahme eines Taschenrechners begrenzt auf lineare
Gleichungssysteme mit wenigen Variablen. Ein weiteres, im Abschnitt 4.4.3.1 be-
handeltes Verfahren, die Cramersche Regel, ist beschrinkt auf inhomogene lineare
Gleichungssysteme mit regularer Koeffizientenmatrix.

Der GauBsche Algorithmus verfolgt das Prinzip der schrittweisen Elimination der

k oeffizientenmatrix um. Der Vorteil dieses Verfah-
rens liegt im relativ geringen Schrei

wendiger. Ein vorgegebenes Gleichungssystem Az = b muf zunichst umgeformt
werden in

eares Gle;.
SPitesteng
kannten be.
kdnnen gj,

ppen zuordnen, den direk.

y=Az-b,
wodurch die rechten Seiten ein ent
Y = 0 vorauszusetzen ist. Diese Voraussetzun

Die Bedingung y=o _(bzw.. % =0 fiir alle 7) erfordert, daB nach der Wahl der
Pro?enelemer{te‘m y-Zeilen die Zeilensumme null sein muB. Die weitere Rechnung
verlduft so, wie im Abschnitt 4.1.21 gezeigt.

(4.35)

tes Vorzeichen erhalten und
g berechtigt zur Spaltentilgung.

Di;l_hrr 5enannte9 direkten. Verfahren haben die gemeinsame Eigenschaft, nach
endlic Ylelen Sch.ntte.n zu einem Ergebnis zy gelangen, das entweder die gesuchte
Lésung ist oder die Nichtexistenz einer Lésung offenbart.

Die iterativen Verfahren verfolgen d
Néherungslésung. Sie s i
mc}?thdurchfuhrbafr. Das gegebene Gleichungssystem ist so umzuformen, dag jede
IE;lelc ung nach einer Unbekannten umgestellt wird, wodurch die iterationsfshige

orm

z = d(z)
entsteht. Setzt man in die re

ein, so kann man daraus ein
daf er genauer ist als der St

(4.36)
g (0
Mman hofft,

chte Seite von (4.36) eine erste Néherungslasun
en Lbsungsvektor z(1) errechnen, VOl"l dem
artvektor (%) . Die Iterationsvorschrift
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5,1 29,3

=17,2
10,1 58,7

_ 1
=53

Ein sorgloses Runden, ohne die iibrigen Bedingungen zu beachten, kann zy vl
nderen Ergebnissen fiihren. ) ) ‘ .
;)er im Beipiel gezeigte Sachverhalt wird durch die folgenden Begriffe beschriebep,

lig

Definition

Ist zwar det A # 0, aber der Wert nahe null, so heifit die Matrix A fast sin-

gulér. Ein lineares Gleichungssystem mit dieser Eigenschaft gilt als schlecht
konditioniert.

Definition

Als Maximumnorm der quadratischen Matrix

A bezeichnet man die Zahl
141 = max a;|

(4.37)

mnorm.

d.h. das dem Betralg nach grofte Matrixelement bestimmt die Maximu

Offensichtlich gilt fiir die Einheitsmatrix |E|
noch andere Matrixnormen iiblich.
Aus der Definition der Ma:

| = 1. Neben der Maximumnorm sind

ximumnorm und der des Matrixprodukts ist die Eigen-
schaft
lAB| < |4l - iBY| (4.38)
herleitbar.
Definition

Die Zahl
) cond(4) = || 4] - || A~2)|
heit Kondition (oder Konditionalsahl) von 4. (4.39)

Es ist stets
cond(A4) > 1,

Was unmittelbar ays (4.39), (4.38) und IE|| = 1 o) i

v ! (4. = 1 folg. [, i

\l::k_)er 1, 50 wird das zugehdrige Gleichungssystem alsggut kl:ﬁi:?m'l(‘q) eacichnet.
in Gle}chl}ngssystem mit der kleineren Kondition gilt als 1, o hent }J?zem}met.

€ines mit einer groBeren Kondition. esser konditioniert als

Beispiel 4.51
Im Anschluf an Beispiel 4.50 erhilt man
5,06 2
A=(5 el 4 =2
(10,14 4)’ AT = =0,04 \ -10,14 5,06 ) = ( ~100 50)

253,5 _1o,
und cond(A,) = 10,14 - 253,5 = 2570, 49 ' 6,8
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z(k+1) = (=)

erzeugt eine Folge von Losungsvektoren z(0), 21 Z(2),
vergenz des Verfah.rens die Lésung mit jeder gewiinschten Genauigkeit liefert. Ein-
zelheiten und Bedingungen derartiger Verfahren sollen im Rahmen dieses Lehr-

buches nicht behandelt werden. Im Bedarfsfall ist dazu geeignete Fachliteratur
heranzuziehen.!

co 2® L die bei Kon-

Sowohl bei den direkten als auch bei den iterativen Verfahren konnen wihrend der
Rechnung numerische Probleme auftreten, auf die im folgenden Abschnitt einge-
gangen wird.

4.6.2 Konditionierungsprobleme

Bei allen behandelten Lsungsverfahren muf im Laufe der Rechnung mindestens
einmal, in der Regel aber mehrmals dividiert werden. Beim Austauschverfahren
ist in jedem Schritt durch das Pivotelement zu dividieren, beim f}auBscher? Al-
gorithmus durch die Diagonalenelemente der oberen Dreiecksmatrnx unfl l?el fier
Cramerschen Regel durch die Koeffizientendeterminante. Damit das méglich ist,
diirfen die erwdhnten Elemente nicht null sein. ) )

Sind die Pivotelemente kleine Zahlen nahe null oder ist det A ein Wert in der
Nahe von null, so lassen sich zwar alle Rechnungen .ausfiihren, es kann' atbgr 2u
grofien Ungenauigkeiten kommen. Die verheerende Wl'rkunAg de{aArlAlger Divisionen
wird sofort klar, wenn man bedenkt, daB zum Beispiel die Division durch 0,(})11
eine Multiplikation mit 100 bedeutet, wodurch alle Rundungsfeh}er verhu?dertfac t
werden. Die Subtraktion nahezu gleichgroer Zahlen kann zu Ziffernausloschungen
fiihren.

Beispiel 4.50

Fiir das inh lineare Gleichu

5,06z1 + 222 = 29,30
10,1421 + 422 = 58,70

erhilt man det A = —0,04 und z; =5, 72 =2.

Durch Runden auf eine Dezimale entsteht das System
5,1z; + 222 = 29,3

10,121 + 4z2 = 58,7

ingfiigi H . Di
Hierin sind lediglich die Koeffizienten von z, geringfiigig verindert worden. Die
erneute Rechnung liefert det A = 0,2 und

1|93 2|
1= 0,2 (58,7 4
12.B.S lick/Kretschmar: Numerische Verfahren fiir Naturwi haftler und Ingeni
Fachbuchverlag Leipzig.
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51 2 a1 4 -2\ _ 20 —10
4= 10,1 4 » A2 T 0,2\ -10,1 5,1 50,5 25,5
und cond(Az2) =10,1-50,5 = 510,05

Somit ist A besser konditioniert als A1, d.h. bei A2 haben Rechenungenauig-
keiten weniger schwere Folgen als bei A; .

Bei der rechentechnischen Bearbeitung derartiger Aufgaben ist zu beachten, da8 ein
Computer stets nur Zahlen mit begrenzter Ziffernanzahl verarbeiten kann. Ven\{en—

et man ein Programm, das die Kondition eines linearen Gleichungssystems nicht
Prift, kann es zu Unstimmigkeiten kommen.
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4.7.1 Matrizeneigenwertprobleme

Die lineare Transformation y = A mit einer Matrix A des Typs (m, n) iiberfihrt
dimensionalen Vektor @ in einen m-dimensionalen Vektor y. Es soll der
ob es Vektoren z gibt, die bei einer derartigen Trans-
der in ein Vielfaches von sich selbst iibergehen, fiir

den n-
Frage nachgegangen werden,
formation unveréndert bleiben o

die also gilt
Az =z oder Az =)z.

e der sogenannten Eigenwerttheorie, die eine wich-
pielt, z.B. des Flatterns von

Briicken.
die Matrix A als quadratisch vorausgesetzt
tors z diirfen reell- oder komplexwertig

bart werden.

Diese Frage ist die Grundfrag
tige Rolle beim Vermeiden instabiler Schwingungen s
Flugzeugtragflachen oder der R ingend

Fiir die folgenden Betrachtungen muf
werden. Die Elemente von A und des Vek
sein. Zuniichst sollen einige Begriffe verein

Definition

n). Eine Zahl X € C\{0} heiBt ein
Eigenvektor, wenn gilt

A sei eine komplexe Matrix vom Typ (n,

Eigenwert von A und 2 ein zugehoriger
Az =)z und z#o.

Die Menge aller Eigenwerte von A heil

(4.40)

gt Spektrum von A.

In dieser Definition ist = rechtsseitiger Faktor von A4, also gen;uer Az, = Mz, .
Bei linksseitiger Multiplikation lautet die Aufgabe z A =Xe; D‘“C'h ’I‘ranspt?-
nieren erhilt man ATz = Az, dh., die linksseitigen Eigenvektoren einer Matrix

mit den itigen Eigenvektoren der nansponiertel'\ MatAnx A" iber-
¢in, und demzufolge sind auch die zugehorigen Eigenwerte ) die gleichen. Daher
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wird im folgenden das Eigenwe
besondere Kenn:
Um eine geometrische
Darstellung im R? gewahlt.

2o ist ein Eigenvekt: nau dann, wenn Azo = AoZo, d.h. wenn -
ein Vielfaches von sich n
x, die Lange ist aber auf das Ao
damit eine Gerade, die als Fizgerad
tion Az =z geht jeder belie
derselben Geraden iiber. Das
A gehrigen Fixgeraden zu bestimmen.

_)\E ist singuldr, d.h. det(A —AE)=0.
2 pann gibt es auch Losungen z # o.
onit g1t 9

6at?

Die Eigeng

240, el
det(A—AE)=0.

g heifit charakteristische Gleichung der Matrix A.

Jeichung (A — AE)z = o hat genau dann nichttriviale Lésungen

(442)

Diese Gleichun

ausgeschrieben, so erhalt man

Wird (442
ar1—A 012 a3 ... Gin
@y @2—A @3 ... Gon
asy az; a3 —A ... G3n =0
an1 @n2 aps ... Gun— A

Nach den Rechenregeln fiir Determinanten entsteht daraus, geordnet nach Potenzen

von A, das sogenannte charakteristische Polynom

p()) = (-1)"A" + (—1)"_1(‘111 + a2+ ) AP L det A= 0

bow. nach Division durch (—1)" und unter Verwendung der Spur der Matrix A (s.
Abschnitt 4.3.1)

A — sp(A)A1 4. 4 (-1)"det A=0.
Das ist eine algebraische Gleichung n-ten Grades. Nach einer Folgerung aus dem
Fundamentalsatz der Algebra besitzt sie genau n reelle oder komplexe Losungen
M,Xg,..., A, . Diese sind die gesuchten Eigenwerte der Matrix A.
Beispiel 4.52

Zu bestimmen sind die Eigenwerte der Matrix

3 E -1
A= 9
sl182 0
21 -1
Lésung:
Aus der Bedingung (4.42) erhilt man die charakteristische Gleichung
3.2 % 1
18 2-x 0 =424 TA-10=0

21 -1-2)

Die Lésungen dieser Gleichung lauten A1 =1, d=-2, da=5.

4 Lineare Algebr,
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rtproblem nur fiir rechtsseitige Eigenvektc,-en oh
e

seichnung betrachtet. )
Vorstellung von der Gleichung (4.40) zu erhalten i g
? ne

or von A ge
selbst abgebildet wird. Aoxo hat die gleiche Richtung i,

_fache verandert. Die Vektoren Aozg erzeng,

¢ bezeichnet wird, denn durch die ’I}ansiorm:_
bige Punkt dieser Geraden wieder in einen Pup
Eigenwertproblem Az = Az besteht darin, alle 5,

tation 1Bt vermuten, daB es bei der Bestimmung eines

Diese geometrische Interpre
nicht auf die Linge des Vektors ankommt.

Eigenvektors nur auf die Richtung,

-

Bild 4.5
Satz
Ist z ein Eigenvektor der Matrix A und ¢ # 0 eine Zahl mit ¢ € C, so ist cz

ebenfglls ein. Eigenvektor zum gleichen Eigenwert, d.h., jeder Eigenvektor ist
nur bis auf einen von null verschied Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis:
z sei Eigenvektor von A, d.h., Az=)z . Ist auerdem y =cz, also & = ly, 80
c

" 1 1
er.halt man A - v= ,\;y und somit Ay = Ay. Damit erweist sich auch ¥ als
Eigenvektor.
Im fol i i e si i i i
o :eieTi:n'wud gezeigt, wie sich Eigenwerte und Eigenvektoren praktisch be-
Berechnung von Eigenwerten
ifl)‘le‘:zgininEnte Ei.ge[zglt.aichung Az = Az 13t sich wegen # = Ex umschreiben

= AEz. Die iibliche Darstellung des Eigenwertproblems lautet somit
) (A-)E)z =0 (4.41)

Bas :\s;; ein homogenes lineares Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

; und r%em Vektor #T = (z1,23,...,2n) der Unbekannten. Ankniipfend
an den Abschnitt 4.5.2.3 sind zwei Falle zu unterscheiden:
1. A-)E ist regulir, d.h. det(A — AE) #0.

Dann existiert nur die triviale Lésung = = 0-

288 4 Lineare gy,
a

Beispiel 4.53

o A 8 -1
Gesucht sind die Eigenwerte zu =\ )

Lésung:
Die charakteristische Gleichung lautet
8-2 “1l_y_1a+65=0
17 6-2X

Daraus erhalt man Ay =7+4j, A2 =7— 4j.

Besonders einfach lassen sich die Eigenwerte berechnen, wenn die M
) le

Dreiecksmatrix oder eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt der atrix 4 eine

Satz

Ist A eine Dreiecks- oder eine Dia, i i
Dre gonalmatrix, so si i :
elemente die Eigenwerte der Matrix. ' nd die Hauptdlagonﬂe"'

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich darauf, daB die Determinani

: . sic rauf, ie Determin iner Dreje

matrix gleich dem Produkt der }-lauptdiago’nalenelementeristl d }:e et Dreds
, d.h.

det(A = AE) = (a11 — A)(az2 — )). c(Gan = A) =0

woraus A\ =a;; fir i= L,2,...,n folgt
Berechnung von Eigenvektoren

Zu jedem Ej,
J genwert \; gehort ein Ei
Gleichungssystem i gehort ein Eigenvektor x; , der aus dem homogenen linearen

(A-AB)z; =0

berechnet werden ka
?esl_ens eine der Gle
iibrigen und mindes
Abschnitt 4.5.3 wyr
dan.lit auch die An,
Glelchungssystems

Es gilt der

nn. Wege;

iChungeﬁ :e:e}tlgA— XNE) =0 ist r(A—)\E)<n, dhmr

tens eine der Unbmogenen Systems ist linear abhangig vor den

de gezeigt, dag d_ekannten Ti1, Tig, ..., Tin ist frei wahlbar Im

zahl der linear ' An"mh‘] der frei wihlbaren Unbekannten \"

durch den go, unabhéngigen Lésungsvektoren des homogen®®
genannten Rangabfall n — r festgelegt ist-

Satz

Die Anzah] q
"1 der zu einem Ej
vektoren jst n — (A~ '\igl)genwen A gehorigen linear unabhangige® Fige
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peispiel 4.54

Laut Beispiel 4.52 besitzt die Matrix

-1

0
-1

- oo

die Eigenwerte Ay =1, A\ = =2, \3 =5. Zu b h sind die drigen

Eigenvektoren.

Lésung:

Bezeichnet man den zu A; = 1 gehérenden Eigenvektor mit #; und seine Kom-
ponenten mit Zzi1,Z12,%13, so erhilt man aus (4.41) das homogene lineare Glei-

4 Lineare Algebra

chungssystem
5
25 -1\ fan
M-nBz=| 151 o[ ]=0 290
21 -2 13
5
bzw. 2z11 + 912 — I3 = 0
18z11 + z12 =0
2z11 + z12 — 22713 = 0

Das Austauschverfahren oder der Gaufische Algorithmus brechen nach 2 Schritten
ab, d.h., esist r(A—X; F) =2 und damit ist die Zahl der frei wihlbaren Variablen

n—-r=3-2=1.
Man erhilt

z12 = —18z11
T13 = —8z1

Setzt man z11 = ¢1, so lautet der gesuchte Eigenvektor

der nur bis auf einen Faktor ¢; bestimmbar ist.

Entsprechende Rechnungen liefern fiir A, = —2 den Eigenvektor

T =c2

[T B TR-I

und fiir A3 =5 den Eigenvektor

Wegezn n—r =1 existiert zu jedem Eigenwert \; nur ein Eigenvektor z;, der bis
auf einen Faktor c; festgelegt ist. '
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>
Wir legen im euklidischen Vektorraum R™

2 AT des R™ in sich.

ein kartesisches Koordinaten-System zu-
qunde und betrachten die durch eine quadratische Matrix A vermittelte Abbildung
g

Eine n * n-Matrix A heiBt orthogonal «—

Die zugehdrige lineare Abbildung 148t das Skalarprodukt (und damit
Abstande und Winkel) unverindert:

AZ-Aj=%-7.

In Matrizenschreibweise bedeutet dies:

AZ- AF

I

= (g Ty) : : :
Ain Ann Anl -+ Qpp Yn
AT A
Y1
= (B, 5%0) | ¢
Yn
Setzt man 7 = €, §=§;, 50 folgt
ay;
! 1 fallsi=j
(@0 | 1 1 = \0 falsigy
pj

Dh, die Spalten von A bilden ein Orthonormal-System, in Matrizenschreibweise:
‘h., die Spa

ATA=E.
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= = ie Transformationen:
(&- fj)ij 1,...m (b'ij)i,j_l,,,,,n lauten die
i ) e a I

Mit B=
n
n
Zbiﬂi bzw. z; = Z bisTs s
i=1 =1
in Matrizenschreibweise:
7=BT% bzw. =BT,

E - 21 3 5 I
die Koordinatens| alte bzgl. der Basis {e 53 i }, 7 die Koordinatenspalte
34 1 n
wobel Z P dinats t

f; Fo}i lgt
bzgl. der Basis {fy,--- , o} ist. Es folg

BT =B71.

des K

7. und Spiegel T
8

Beispiel 572 Die Matrizen der p

el o 1o

Systems aus 5.5 sind orthogonal: Z.B.

< 0 .
( ; :):71 0) (Drehung um die z-Achse)
—siny

0 o 1

-1
0
0

i - ms
Rotation des Koordinaten-Syste’

2-Ebene).

o= o

0
0) (Spiegelung an der ¥,
1

ischen
‘Winkel v bei festgehaltenen geometriscl
um einen Win

Wird eine
Objekten durch . .
g|=R{¥
z 5
i i ildung
beschrieben, — so beschreibt die Abbil

2 z
’ v |= Ry
y| — A =\
z j gt die
hwinkel —7. In Jedem.Fﬂll sorg!
e d Winkel erhalten bleiben.

bjekte

geume(rischeﬂ o T gafiir, daB Langen un

eine Drehung der % bow. B

Orthogonalitat der Matrizen

ehandeln wir das folgende Haupt-

atrizen b
Als eine Anwendung orthogonaler M:

achsen-Problem:
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Da wegen (det4)? = (det AT)(det A) = det(ATA) = det g

=1 die h
Matrix A regular ist, folgt durch Multiplikation mit A~1 yop rechts: ogonale
AT =471,
Hieraus folgt weiter 4 AT = E , d.h., auch die Zeilen von 4 bilden ein Oﬂhono,
System: Ma].

Aorthogonal <= A=1= AT oy AT 44T

=F
Die Spalten bzw. Zeilen von A bilden ein Orthon

ormal-System,

Beispiel 5.7.1

1 1
Vi i
1

2

1

2

Zeilen (und ebenso die N
A=AAT = E nach,

Ni= NI

!

-8 e

ist orthogonal, weil die
Man rechnet leicht AT
Mit Hilfe des GauB-Algorithm

palten) Or(honormalsysleme bilden.

Us ermittelt man die inverse Matrix

2t 1
vz o2 2
Sl | L _a 1
AT = 3 2 T3 ;
L L
® % -%
esist A7l = 4T,
= v,
Das Skalarprodukt der Vektoren A (12) y A (y;) ist
3 v3
11 1 1 1
vz 2 2 Vi B 0
(11.12’%) v -l -3 3 . ! o .
Vi ) 2 2 T2 5
0 1 1 1 1
Vi 2 2 vz

= __ —n gy -z B
Aus ¥ = Ei:l z;€; Zj=1 Z;f; erhalt man durch skalare Multiplika[ion mit f,
bzw. &;: e

7

n
= n
Zzi(é'i-fj) =Z; bzw, ij(fj.gi)
= =1
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Gesucht ist eine orthogonale Koordinaten-Transformation 7 — BT bzw,

F=p-1,
so dal die quadratische Form ;'T" ?
Q@) = Q(ay,....:
J'l
&€

bekommt.

Beispiel 5.7.3  1m & haben wir die quadratische Form Sa2 4 6a,, Sa3 durch die Rotation
(zl):(cos: —sin T <f1> %\/f —%\/f %
. in ™ %)
2 sing cosZ z %\/f %ﬁ (fz)
in die Form 877 1 222 gobrachy y

nd so den Kegelschnitt
Koordinatensystem als Ellipse 87 +

pi

Sz} + 62,2y + 522 =
2 = 2 erkannt,

= 2 im neuen

Zunichst tiberzeugen wir uns, d. ir di
, daBl wir dj i = Sy
trisch, d.h. von der Form ¢ Matrix 4 = (alk)i'k:lm’” e aymme
A=gT
wihlen kénnen,
Andernfalls ersetzt man néimlich w L
A durch A* — (af) = 5@k +ag;):

o n
. 1 o N
Y g = 1 Y ey

1
ik=1 Zikﬂ Kt s Z Ay, = Z Wiy
o ik=1 ikl
—————
Z:L =12k TET;

Beispiel 5.7.4 pie quadratische

s 6 Form Q(z,, 2y) = 5] 46212, +5a3 LB sich dureh giq
A=(y ) beschreiben:

Matrix

5 6\ /2 ot
1) = (@, - SayH6ay\ o
Q) = ey zy) (u 5) (zz) = (rhmz)( g ) =50+ 6mimy 52
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yan ¥ :
o= 9™

—~ 1 - . _ _
ap=on =3, a|2=i(“|z+°21)=3=“z1v ay=ay=>5

\erwenden:

5 3\ [z _ 5¢1+3Iz)=52+6’:m+512'
Qe ay) = (@1,22) (3 5) (%) = (1, 22) (31, 452, Ty + 62,2, + 57

ung des Hauptachsenproblems sucht man eine Basis aus Vektoren 7, fiir die

0! s = P
::r;ildvektor A7 jeweils ein skalares Vielfaches sj von 7 ist:

ur Beschreibung von Q(z,z,) aber auch von vorneherein die symmetrische Matrix
ann 21

heit Eigenvektor von A zum Eigenwert s.

i ——

Ein Vektor § # 0, der bei Anwendung der Matrix A in sein s-faches iibergeht,

Dasj=sEj (E Einheitsmatrix) geschrieben werden kann, gilt:

7 des homogenen li Gleichungs-Sy
(A-sE)j=0.

Eigenvektoren einer Matrix A sind gerade die nicht-trivialen Lésungsvektoren

dieses Systems verschwindet.

schen Gleichung
det(A - sE)=0.

| S

i ichung n-ten Grades n (im allge-
Nach dem Hauptsatz der Algebra hat‘d‘l:esedglil{c; g Al o8

meinen komplexe, eventuell
bestimmt, etwa sy, so erhilt man einen zugel

&

des Gleichungssystems (A —s; E)j = 0. Als Losung eines homogenen Systems ist 7

o kteristi-
Die Eigenwerte s; sind daher die Losungen der sogenannten charal

Wir suchen zuniichst nach Skalaren s, fiir die dieses Gleichungs-System iiberhaupt

ies i ie Determinante
nicht-triviale Losungen besitzt; dies ist genau dann der Fall, wenn die D

horigen Eigenvektor 7 durch Losung

i wa so, daB3
nur bis auf einen Faktor # 0 bestimmt, den man bequem wahlfen k(;;n}r:, evtom o
1fi] = 1 ist; in diesem Fall nennt man den Eigenvektor normiert (dh.,

Beispiel 5.7.5 Fur A= (i Z) erhalt man aus der charakteristischen Gleichung

3

—(5-s5P—-9=16-10s+5 =0
S5—-3

-8
det(A — sE) =| 3
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Hinsicht erweisen sich nun Matrizen A, zu denen es n linear unabhéngige

isser ) A he
In g:nvzkwfe“ gibt, als besonders einfac
£ig :
1 linear unabhingige Eigenvektoren #j,...,7, zu den E1g§:nwert<in
Gt esv1 der Matrix A, so wird durch die Matrix B, deren Spalten %, ..., ¥,
51‘['1' '[i::](oordinawn-System so transformiert, daB
od,
’ sg 0 ... ... 0
BlaB=|0 ... s ... 0
0 oo o« O 8,
eine Diagonalmatrix mit den Eig ten in der Hauptdiagonale ist.

is: & sei die Einheitsspalte, die an der j-ten Stelle 1, sonst lauter .Nullen

Bewéi . Il)Jaher ist BE; die j-te Spalte von B, also gleich ;. Da v?'eger! der linearen

:Jnmzt;ngigkeit der g% (j =1,...,n) die Matrix B invertierbar ist, gilt umgekehrt
nal i e

B~!§j;. Somit ist

—1, o 1= _ ..z
(B~1AB)E; = BT Ag; = B™\s;5; =3, B7 9 = 5%
j llen, ist also
und B—1A B enthilt in der j-ten Spalte sj an der j-ten Stelle, sonst Nul

die angegebene Diagonalmatrix. o ) ) ) N
Leidergnfuﬁ es, wenn die Eigenwerte nicht samtlich verschieden sind, zu einer Matri:

A nun nicht immer n linear unabhéngige Eigenvektoren geben. Jedoch:

Fiir Matrizen A mit der Eigenschaft
A-AT = AT . A (normale Matrizen)

existieren n linear unabhangige Eigenvektoren. ) sen
Im Fall reeller Eigenwerte sind sie sogar paarweise or.t.hogona:i uncli( al::_lnn
normiert werden, so daB die Matrix B orthogonal gewihlt werden 3

1 2 0 ’ s s
Beispiel 5.7.7 Die Matrix (2 -1 z) ist normal, weil s . Sic hat die
[ A 1
Gleichung
1—s8 2 0
2 —1-s 2 |=(1-s%(-1-8)—4(1—s)—401-9)
0 20 -
=(1—s)(s* =9 =(1-5)(s—3)(s+3)=0
N

|
i
{
|
t
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die beiden Eigenwerte
12 = %(10:& V100 - 64) = {
Die allgemeine Losung des Systems
(5 2 G)-@
3 5-8/\y,/ " \o

ergibt sich nach dem GauB-Jordan-Algorithmus

8
2 -

5-8 3
3 5-8
=3 3
3 -3
1 ~1
0 0

g = (E) mit yy; # 0, normiert: (:;g)
s
3

Probe: (3 ) (¥a) =g. (vn
o (33 ()= (1)
Einen Eigenvektor % 7u s, =2 erhilt man durch Ldsen des Systems

(5—2 3 )(yu _ /0
3 5-2 yu)_(o) ;
%= (_:ﬁ) mit 5, # 0, normiert: ("/‘/E).

s Vi
Probe: (3 ) (‘::;) =2. (_v:f)

Beispiel 5.7.6 1m a
ok Igemeinen kann eine re
1 elle Matrix A seh)
Z.B. hat (_1 : Zwei konjugiertk . o T wohl komplexe Eigenwerte haben.

. Aus der ch; istischen Gleichung

(l—s 1 5
-1 1_3)=(l‘ﬂ)+1=sz—23+2=0
folgt s/, =14 ;. Wegen

J 1

=1 . 4
. L 4

1 J 1 5

0 0 o 5

sind (“11) und (7)

die beiden linear unabhingigen Eigenvektoren:

(G ) (D =0en (), (2 ) () -a-0-()

Es stellt sich heraus, g, i

] » daB Matrizen deren Ej i e
era : : e : en siné:
n linear unabhanglge Eigenvektoren haben, e paamese versied

238 5 Lineare Algebra

und daher die (recllen) Eigenwerte s =1, 8,=3, 83=-3,

-1
Eigenvektor zu s) = 0 ist (bis auf eincn Faktor #0) ( u). normiert: Lz ( n),
! 1
N 1 1
Eigenvektor zu s3 =3 ist (bis auf einen Faktor #0) (1) normiert: % 1.
1 T\

1 1
Eigenvektor zu sy = —3 ist (bis auf einen Faktor #0) (4). normiert: L (—2)
% .
) 1 1
Diese Eigenvektoren sind paarweise orthogonal:

B0 CIH~0) (-4

Beispiel 7.8 Die Maurix (! 1) ist normal:

(1 1)(1 -1)=(z 0 /1 -1 11
-1 1)\1 0 2)‘(1 1)(—1 1)'
Laut Beispiel 5.7.6 hat sie

() wa (1)

zu den komplexen Eigenwerten 8 =

. =144, s, =1—j dic Ei ktoren
. Dic Ej i o s 82 j die Eigenvektor
‘eenvekioren sind lincar wnabhingige Vektoren des C2, nicht mehr des R

Beispiel 5.7.9  Dic My (' ‘) p—
_ 0 st nicht me] _— .
wegen l‘ % " 2 mehr normal, wic man leicht nachrechnet, Sic hat

1
Z»ﬂ\:(x—l)(a—z: : bei i
) =0 die beiden Eigenwerte | und 2. Eigenvektor zu 1 ist (;)

Eigenvektor zu 2 it (‘)
!
Diese Vektoren sind im g2 |;
sind im R? Jineyr unabhiingig, aber nicht mep,
. mehr orthogonal,

Beispiel 5.7.10 Matrix (’ ‘)
0,

(s = 1) = 0 den cinzi;
Eigenvektor, nimlich (s

It nicht mehr normal
Eigenwery 1

dieser Matrix

igen (Nelfache,.‘) und haq wegen 'l—-u s | [
Dazu gibt eg (bis auf vie| . 1=
1cC)

Ee o) Es gibt aio w i
: keine 2 lineyy Unabhingjg,

fache) nur cinen
en Eigenvektored

Ein wichtiger Spezialf;
: all n 5
mit der Eigenschaft 4 — A(grl‘maler Matrizen sind di
Fiir sie sind simtliche Eigem
se; igenwe el i
damit linear unabhingige Eigcn‘zi:::‘:‘ u;d esdglb
, die zude

e 5 .
y’"’"e[nschen Matrizen
t stets
m nur::i? °rthogonale und
ert wel’dcn kénnen
Wir haben oben ges 2 .
y il ehhen, daB wir i Matrizen A
symmetrisch wihlen kénnen, Deshalp gilt ) quadraliqch
& “HIer Fo,
m
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er quadratischen Form Q(Z) = #T Az, fiir die A = AT gewihlt ist, gibt

Zujed X :
es eine Koordmaten-Transformallon
Z#=BZ,

wdaB

=T i

b Q@) =F (BTABZ =Y sz
i=1

ist.
Spye-e15n sind dabei die (reellen) Eigenwerte der Matrix A; B hat die

orthogonalen und normierten Eigenvektoren der Matrix A als Spalten.

Beispiel 5.7.11  Der Kegelschnitt 322 + 537 — 2V3zy + (14 V3)a + (1 — V3)y — £ =0 soll

auf Hauptachsen tranformiert werden.
Die symmetrische Matrix der quadratischen Form Q = 32 + Sy2 —2V/3zy ist

(s ™)
-v3 s) "
Sie hat die charakteristische Gleichung
3—s —V3
-3 5-s
und daher die Eigenwerte s; =6, s = 2. Normierte Eigenvektoren sind %
Die orthogonale Koordinaten-Transformation

(-
()= (% 9 6)-3(CA%)

= —8s+12=0

1\/5) und % (‘{j)

ist eine Drehung um den Winkel 6 = —7, denn cos(—3) = '5, sin(—§) = ——?.
Man erhilt Q = 62 + 277 und als Kegelschnittsgleichung im ncucn System:
2 2
TP - 16 _ i L l(— IV 2a
6T + 2y +21+2'37-—?_0 oder 1‘+6 +3y+2 .
Es handelt sich also dort um cine vertikale Ellipse mit den Achsen v/3 und 1 und dem Mittelpunkt

(=gi=1)

Aufgaben
1 1
1 (a) Man ermittle einen zu den Vektoren | -1 ], | ! orthogonalen Vektor, normicre die drei

1 0
Vektoren und gewinne so eine orthogonale Matrix A!

(b) Wie lautet die zu A inverse Matrix?

Man bilde mittels A den Vektor £ =

3
(z ab und zeige, daB die Vektoren ¥ und AZ
denselben Betrag haben! 1

(¢
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